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TEMPO DISCRETO



Em modelos matematicos definimos duas categorias quanto & variavel independente:
discreta ou continua. Em nosso modelos, utilizamos frequentemente o tempo como
variavel independente. Quando dizemos que o tempo do modelo é discreto (ou nos
referimos as equagdes como equagoes a diferenca), significa que observamos nossa
variavel de interesse em diferentes instantes de tempo e nao continuamente, e em geral
entre intervalos constantes de tempo. Desta forma, o tempo nestes modelos pode ser
descrito por ntmero inteiros, se referindo aos instantes em que descrevemos a variavel.
Em geral, em casos empiricos e de observacoes em campo, o tempo é discreto, dado que o
empiricista ou observador nao fica continuamente fazendo seu trabalho sem interrupgoes.
De um forma geral, as equagoes a diferenca, ou modelos em tempo discreto, descrevem
como as varidveis do sistema se comportam no instante n + 1 dadas as caracteristicas do
sistema em tempos anteriores (tais como n, n — 1, n — 2, mas nao necessariamente todos
os tempos anteriores). Sabendo-se a situagao inicial do sistema, em teoria, podemos
obter recursivamente a situacao do sistema em qualquer instante de tempo posterior. No
Capitulo 1 veremos modelos em tempo discreto que sao lineares na variavel de interesse.

Ja no Capitulo 2 veremos modelos que sdo ndo-lineares na variavel de interesse.



1.1

1 — Modelos lineares

Neste capitulo, trataremos especialmente de equagoes lineares, que sao aquelas em que a
variaveis do problema (z, y, p, entre outras nomenclaturas que usaremos) no instante
n + 1 dependem apenas de seus valores em instantes anteriores em primeiro grau, isto
é, essas variaveis nao aparecem elevadas ao quadrado ou expoentes maiores, dentro
de uma raiz, ou de um cosseno por exemplo. Estes s@o problemas mais simples, mas
nao menos importantes. Através destes modelos mais simplificados entenderemos e
aplicaremos conceitos de equilibrio e estabilidade e aprenderemos sobre ferramentas

como os autovalores e autovetores no estudo qualitativo das solugdes dessas equagoes.

Primeira ordem

A ordem de equagobes a diferenga ou equagoes em tempo discreto se refere a quantas
unidades de tempo anteriores vocé necessita para descrever uma certa variavel no tempo
atual. Em geral, para as equagoes em tempo discreto, descreveremos como esta uma
certa populagdo em um tempo n + 1. Em modelos de primeira ordem, a populagao no
tempo n + 1 dependera apenas da populacao no tempo imediatamente anterior — n. Na
secao 1.2, apresentamos modelos de maior ordem. Utilizaremos exemplos para entender

a ordem de equagoes & diferenca.

Crescimento exponencial de plantas anuais

Considere uma populagao de plantas anuais, que brotam na primavera e morrem durante
o inverno seguinte. Suponha que durante o verao cada planta produza uma média de f
sementes. Parte dessas sementes também morre durante o inverno e vamos supor que
apenas uma fragao o consiga sobreviver. Finalmente, durante a primavera, uma fragao
« das sementes que sobreviveram germinam e dao origem as novas plantas. Se temos p,

plantas no ano n entao:
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Ipn sementes sao produzidas
ofpn,  sementes sobrevivem ao préoximo inverno

ao fp, sementes germinam.
O nimero de plantas no ano n + 1 é, portanto, dado por
Pnt1 = a0 fpn
ou ainda,

(L)

onde definimos o ntimero efetivo de plantas que cada planta produz como r = aof.
Essa equagao pode ser resolvida facilmente passo a passo: dada uma condicdo inicial

po obtemos:

pP1 =7Tpo
p2 =Tp1 = 7‘(""2?0) = 7”2190
ps =rp2 = r(r?py) = r3po

e assim por diante, de forma que no ano n havera

nlnr

Pn=1"po=¢€"""po. (1.2)

note que 7" = ™" = """ Se > 1, 0 que implica que In7 > 0, a populacio aumenta

exponencialmente a cada ano, ja que n > 0. Em oposicao, se r < 1, , o que implica
que Inr < 0, a equacao 3.3 diminui exponencialmente e a populacao de plantas vai a
extingdo, isto ¢ p = 0. Apenas em um caso muito particular, em que r = 1, a populagao
existe e fica estavel em um certo tamanho, isto é, nao cresce exponencialmente e nem
vai & extingdo. O tamanho populacional estavel (p) neste caso é exatamente p = py. O
coeficiente da exponencial na expressao a direita, Inr, tem uma interpretagao simples.
Para entender seu significado, vamos supor que 7 > 1 (o que implica que Inr > 0) e nos
perguntar quantos anos sao necessarios para que a populagao dobre de tamanho. Em
termos da equagdo queremos procurar o nimero ng (nimero de anos para dobrar) tal
queremos

nglnr

DPng =2po=c¢ Po-

Dividindo ambos os lados por py e tomando o logaritmo dos dois lados obtemos

In2=nglnr
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B In2

’]’L pry
d Inr

Se tivéssemos calculado o ntiimero de anos para que a populagao multiplicasse por
e = 2.71728... obterifamos exatamente 1/Inr, ja que Ine = 1.

Ser < 1, entdao Inr < 0, e, portanto, 1/|Inr| indica o nimero de anos necessarios para
que a populacao se reduza a 1/2.71828.. ~ 0.37 do seu tamanho inicial. Similarmente,
se r < 1,In2/|Inr| indica o ntimero de anos necessarios para que a populagao se reduza
4 metade do seu tamanho inicial.

O crescimento exponencial indicado pela equagao (3.3) foi popularizado pelo econo-
mista inglés Thomas Malthus (1776-1834) que supos que a popula¢do humana cresceria
de forma “geométrica” e que, em breve, ndao haveria alimentos suficientes para todos ja
que a producao de alimentos seguiria uma “progressao aritmética”. Desta forma, qualquer
crescimento na produgao de alimento seria prontamente acompanhado e rapidamente
ultrapassado pelo crescimento da populagao humana, limitando seu crescimento. Se
assumirmos que humanos tem um crescimento médio de 3% ao ano, ou seja, r = 1.03,

entdo a populacao do planeta dobraria a cada ng =1n2/1n1.03 ~ 23 anos.

Migrantes

Apresentaremos agora uma modificacdo aos modelos apresentados para os coelhos e para
as plantas anuais. As equagOes apresentadas até aqui sdo ditas, homogéneas, por nao
apresentarem termos desacompanhados da varidvel de interesse. Note que na equagao 1.1
nao ha nenhum termo que seja somente uma constante ou que dependa de uma variavel
que nao p (em qualquer instante de tempo). Trataremos agora de uma modificagao nesta
equacao das plantas anuais, transformando-a em uma equagao nao-homogénea.
Voltando ao problema das plantas anuais, vamos imaginar que estamos monitorando
uma populagdo em um vale e que algumas sementes adicionais sao trazidas pelo vento de
outras regioes durante a primavera. Se o ntimero de sementes adicionais é m, a equagao

1.1 que descreve o namero de plantas dever ser modificada para

Pt :rpn—{—m.‘ (1.3)

Note que esta nova equagao possui um termo (m) que nao acompanha nenhum outro
termo que dependa do tamanho populacional das plantas (p). Desta forma, esta equagao
admite uma solugao constante, que nao depende de p, ou de n. De fato se supomos que
DPn = Pnt+1 = D e substituirmos na equagao acima, encontraremos o valor p = m/(1 —r).
A solugao geral da equagao (1.3 é a soma desta solugdo constante com a solugao do

problema sem migrantes, similar a dada em 3.3:

pn = ar” +
1—r
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onde a constante a deve ser relacionada com a condigao inicial. No ano zero teremos

m
Po=a-+
1—r
de onde obtemos
m
a=py— ——.
po 1—r
A solucéao geral entéo fica
m ninr m
(. _m_ 1.4
po= (=) e (1.4

onde escrevemos novamente r = ™.

Se r < 1 entao Inr < 0 e o primeiro termo dessa expressao vai a zero para n (tempo)
grande. Nesse caso a populagao se estabiliza no valor de equilibrio

lim p, = ——.
n—00 1—17r

Quadro 1.1 — Solu¢do particular por recorréncia.

Uma outra forma de encontrar a solugdo particular para compor a solugao geral
no caso dos migrantes é através de indugao a partir da equagao de recorréncia
(Equagao 1.3). Calculando para alguns valores, temos:

P1=Tpo+m

p2 = 7(rpo +m) +m = r2pg +rm+m

p3 =7(r’pg+rm+m) +m =ripy +r’m+rm+m

ps=71(r3po +r?*m+rm+m)+m=ripg+r3m+r*m+rm+m

Pn=71"po +m(r"t + "2 4 1)

Se tomarmos a soma dentro do paréntesis na indugao em n, temos S =
L4244 1, que é a soma de uma progressao geométrica de n primeiros
termos, em que o primeiro termo é 1 e o enésimo termo é 7"~ !. Desta forma

temos que:
S =7’n_1+7”n_2+"‘+1
(1 =)
o 1—v

E portanto, podemos compor a solucao geral usando a solugao da parte nao
homogénea (calculada na Equagao 3.3) e a solugao particular (calculada acima)

é:
1—7r"
Pn=1"po+m

1—7r
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1.2.1

1.2 Segunda ordem /

Este quadro é baseado no Quadro YY de XX

Segunda ordem

As equagdes (1.1) e (1.3) sao ditas lineares de primeira ordem, pois a variavel p, s
aparece linearmente (nio aparece p2 ou cosp,, por exemplo) e o célculo de p,11 86
depende do valor da populagdo ha uma geragdo. A equagao (1.1) é homogénea (sem
migrantes) e a (1.3) é ndo-homogénea (com migrantes).

Vamos agora introduzir equagoes de segunda ordem. Esse tipo de equagao tem um
papel muito importante no estudo geral de dindAmica de populagoes e vamos analisé-las
com cuidado. Uma segunda ordem pode aparecer em diversos casos. Estudaremos nesta
secao como a segunda ordem aparece por causa da interagao entre espécies diferentes.
Estudaremos também como a segunda ordem é importante nos casos de estruturacgao

etaria ou em classes em apenas uma populacao.

Duas espécies
Suponha que duas espécies, que denotaremos por X e Y, tenham seus tamanhos popula-
cionais no tempo n denotados por z, e ¥y, respectivamente. Sejam seus crescimentos

determinados por equacoes da forma

Tn+l = A11%p + G12Yn

(1.5)
Yntl = A21Tn + G22Yn

A populagdo X tem uma taxa de crescimento intrinseca aj; mas é beneficiada (se
aj2 > 0) ou prejudicada (se aja < 0) pela presenga de Y. O mesmo ocorre com Y na
presenca de X (pelo termo ag;) e cuja taxa intrinseca de crescimento ¢ ags.

Esse sistema de equacodes pode ser convenientemente escrito em forma matricial.

Definindo o vetor de duas componentes

U = ( o ) (1.6)
Yn

a1 a
A 11 412 (1.7)
a1 a2
o par de equagoes (1.5) pode ser escrito como

1)

e a matriz
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Nesta se¢ao, mostraremos como as equagoes dadas em 1.5 podem ser reduzidas
a apenas a equacoes que dependem somente da espécie X em diferentes instantes de
tempos. Para isso faremos as seguintes manipulagoes algébricas: comecamos com a
primeira das equagoes (1.5) e, onde aparece y,, substituimos a segunda equagao calculada

no tempo n — 1:

Tptl = A11TH + A12Yn
= a11Tyn + a12(a21Tn—1 + a22Yn—1)

= a11%p + 12021 Tp—1 + A12022Yn—1

Usamos agora novamente a primeira das equagoes (1.8) calculada no tempo n — 1 para

isolar a2y, que aparece no ultimo termo acima:

T = a11Tn—1 + A12Yn—1

a12Yn—-1 = Tn — A11Tn-1-

Substituindo na equagao anterior e rearranjando os termos obtemos

’$n+1 = (a11 + ag2)r, — (a11022 — A12a21)Tp_1 - ‘ (1.9)

Se chamarmos

B = a1 + a2
e

Y = a11a22 — 12021

O coeficiente 8 = aq1 + agz é chamado de trago da matriz A (soma dos elementos da sua
diagonal) e v = aj1a92 — aj2az; € o seu determinante. Veremos adiante uma equivaléncia
das equacoes de duas espécies reduzida a apenas uma com uma equagao de segunda
ordem (equacdo 1.13).

E importante notar que, apesar das equagdes (1.5) envolverem quatro coeficientes,
aii, ai2, a1, a9, a dinAmica s6 depende de dois valores, dados pelas combinagoes 3 e ~y
acima representando o trago e o determinante de A. Outro ponto interessante é que o
efeito da espécie Y fica representado implicitamente na equacao (1.9) através de e v e
de um efeito de “retardo”’, pois aparece contribui¢oes do ano n — 1.

A manipulagao algébrica que fizemos eliminou a variavel y e ficamos com uma
equagao so para x. No entanto, uma vez calculado x,, podemos obter y,, usando mais
uma vez a primeira das equagoes (1.5):

1

Yn = — (Tnt1 — any) . (1.10)
a12
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Quadro 1.2 — Interagdes ecoldgicas.

Mutualismo

Interacoes mutualistas sao aquelas em que as atividades de uma espécie beneficiam
uma outra espécie, e vice-versa. Exemplos incluem a polinizagao de plantas por
insetos e a protecao de plantas contra parasitas por formigas que se alimentam
de seu néctar. Sejam X e Y duas dessas espécies e x, e ¥y, seus tamanhos
populacionais do tempo n. Vamos supor que quando essas populagoes encontram-
se isoladas uma da outra as taxas de crescimento sejam r e r’, respectivamente.
Quando em contato ambas populacoes crescem a taxas maiores:

Tptl =TTp + AYn
Ynt1 = bz +7'yn

Como exemplo explicito vamos considerar » = 1/2 e 7/ = 3/2, de forma que X nao
conseguiria sobreviver longe da Y, mas Y sim. O mutualismo é obrigatério da
X mas facultativo para Y. Para os beneficios vamos escolher a = 5/6 e b = 12/5.
Os valores numeéricos sao escolhidos apenas para facilitar a algebra e nao tem
significado em si. Com isso as equagoes ficam

5
Tnt1 =G A

_ 12z 3y
Ynt1 = THE AR

Reduzindo a sistema a uma tnica equagao para ,

Gmir] = (BB — bl

vemos que B =r+r'=2ey=rr" —ab= % —2= —g. As taxas de crescimento
ficam 3 - q
Ry=1+-— — R, =— R =—-.
+ 2 =9 2
Entao,

5\" 1\"
=Cy| = c_{—=| .
m=o(3) re ()
Usando a primeira das equagoes (1.2) (que é equivalente & (1.10)) podemos obter
a solugao para y,:

1
Yn = ; (Tny1 — TTp) -

Substituindo a solugao para x, e x,41 do lado direito temos

m o= 4o @™ o (D™ - H e @)+ - ()]

=50+ (3)" - 5C- (=3)".

Finalmente, tomando como condigoes iniciais zg = 9 e yg = 18 e as equagoes
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10

(1.19) obtemos C+ =8 e C_ =1 e a solugao final é
_q(5\" 1\n
w =8(3)"+(-2)"

_ 96 (5\% _ 6 (_1\"
wm =5(3)" -5(32)"
As duas populagoes quando em contato crescem com taxa principal 5/2. Ambas
se beneficiam: a populagao X se interagir com a populacao Y crescia numa tava

Da mesma forma Y passa de uma taxa de crescimento de 3/2 na auséncia da
interagdo com X, para 5/2 quando interage.

Predacao
Interacoes de predacao sao muito comuns na natureza e veremos mais adiante

No contexto dos modelos lineares estamos limitados a uma descrigao bastante
simplificada desse processo. Vamos considerar um sistema descrito pelas equacoes

Tpyl =TTp + aYp
Ynt1 = —bx, + r,yn-

A presa, representada por Y, é prejudicada pela presenca do predador X, por
isso o sinal negativo do primeiro termo na segunda equacao. J& o predador se
beneficia da presa e tem um ganho positivo. Como um primeiro caso vamos
considerar os seguintes coeficientes:

Tnt1 = 0.5z, + 0.25y,
Ynt+1 = —0.5z, + 1.5y,.

A presa, se deixada isolada, cresce com coeficiente ' = 1.5. Ja o predador morre
em isolamento e precisa das presas para sobreviver, pois r = 0.5. As taxas de
crescimento nesse caso sao dadas por

Ry =1£05v4-35= — R, ~1.35 R_ =~ 0.65.

O resultado ¢é a coexisténcia das duas populagdes, que vao crescer com a taxa
principal Ry & 1.35.

Predagao intensa
Vamos considerar agora um segundo exemplo de predacao onde os efeitos negativos
sobre a presa e positivos sobre o predador sejam mais intensos:

Tpt1 = 0.92, +yn
Yn+1 = —2.5x, + 1.5y,

Nesse caso as taxas de crescimento ficam
Ry =1£05vV4—-13=1=£1.5:.

O aparecimento de taxas complexas tem um significado importante: as populagoes
vao oscilar! Esse é um comportamento tipico de sistemas predador-presa, como

de /2. Com a interagao com Y, X passa a ter uma taxa de crescimento de 5/2.

alguns modelos classicos que a descrevem, como as equagoes de Lotka-Volterra.
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veremos adiante no modelo de Lotka-Volterra. Na proxima se¢ao estudaremos
esse tipo de comportamento em mais detalhes.

Este quadro é baseado no Quadro YY de XX

1.2.2 Os coelhos de Fibonacci

A ideia de capturar elementos quantitativos em biologia e transforma-los em equacéoes é
bem antiga. Os padroes geométricos exibidos por conchas ou as oscilagbes observadas
em populagoes de presas e predadores nos fazem pensar que mecanismos bastante
fundamentais podem estar por tras desses fendmenos e que talvez possamos descrevé-los
por meio de equagoes simples.

Um problema bastante curioso foi estudado pelo matematico italiano Leonardo
Bonacci (1170-1250), mais conhecido por Fibonacci. Suponha que vocé receba de
presente um casal de coelhos. Esses coelhos ficticios demoram um més para se tornarem
adultos e, a partir do segundo més de vida, se reproduzem dando origem a um novo
casal de coelhos. Admitindo que os coelhos vivem por muitos anos, quantos coelhos
teremos depois de 2 anos?

Podemos fazer a contagem usando a tabela 1.2.2. Na primeira coluna colocamos o
més, comegando com o més zero, onde ainda nao temos nenhum casal de coelhos. Na
segunda coluna representamos cada casal separadamente, usando a letra J para um
casal jovem e a letra A para um casal adulto. No primeiro més ganhamos um casal
jovem. No segundo més o casal ficou adulto. No terceiro més esse casal adulto continua
vivo e tem um casal de filhos jovens. No quarto més esse casal tornou-se adulto e o
primeiro casal se reproduz novamente, e assim por diante. A cada més todos os casais

do més anterior estao adultos e aqueles que ja eram adultos produzem novos casais jovens.

Tabela 1.1: Casais de coelhos més a més. Casais adultos sdo indicados pela letra A e
casais jovens por J.

meés casais niamero de casais
0 0 0
1 J 1
2 A 1
3 Al 2
4 AAlJ 3
5 AAAJJ] 5
6 AAAAATIT] 8
7 AAAAAAAATIITT] 13

Se chamarmos de F), o ntimero de casais no més n (a letra F' é em homenagem a
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Fibonacci), é bastante facil de ver que a seguinte equagao é satisfeita:
Fn+1 =F,+F,1. (111)

Assim, o numero de casais no més seguinte é o nimero que tinhamos anteriormente, F;,,
mais o numero de casais produzidos pelos adultos F;,_1. Vamos resolver essa equagao
adiante, mas aqui vamos apenas entender porque ela é tdo famosa e especial.

A sequéncia de ntumeros Fj, é conhecida como sequéncia de Fibonacci. Os primeiros 12
nimeros sao: Fp =0, F1 =1, Fhy =1, F3=2, Fy =3, F5 =5, Fy =8, F; =13, F3 = 21,
Fy = 34, Fig = 45, F11 = 79. Se fizermos a razao entre dois nimeros consecutivos,

veremos que eles se aproximam de um ntimero bastante especial conhecido como razao

dourada:
Fy/Fi =0
Fi/Fy =1

Fy/Fy =2/3 ~ 0.667
F3/F;=3/5=0.6
Fy/Fs =5/8 = 0.625
F5/Fs = 8/13 ~ 0.615
Fs/Fr = 13/21 ~ 0.619
Fr/Fy = 21/34 ~ 0.618

A razao dourada é definida no mundo artistico como uma forma de dividir intervalos
(em uma tela ou em um edificio) de maneira que as partes estejam em harmonia.
Considere um segmento de tamanho L. Queremos dividi-lo em duas partes de tamanhos
Lz e L(1—x), onde z é um valor entre 0 e 1, e de tal forma que a razao entre o segmento
original L e a maior das partes Lx seja a mesma razao entre a parte maior, Lx, e a
parte menor, L(1 — x):

L Lx

Lz L(-2)
Note que o tamanho do segmento, L, aparece no numerador e denominador e portanto

podemos simplificar a equag¢do. Apds essa simplifica¢ao (“cancelando” o L) e rearranjando

os termos, obtemos a equacao de segundo grau
2 4+r—1=0

cuja solugao é
V-1
2

O que a razdao dourada, um numero definido por motivos estéticos, tem a ver

= 0.6180339...

xr=

com os coelhos de Fibonacci? Para responder essa pergunta precisaremos estudar

um pouco mais a estrutura matematica dessas equagoes e os processos dindmicos que
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ocorrem na natureza. No entanto, podemos perceber uma coisa importante: métodos
matemaéticos desenvolvidos em uma determinada area do conhecimento geralmente
encontram aplicagbes em outras areas. Quanto mais ferramentas tivermos ao nosso
dispor, mais conexoes seremos capazes de fazer e mais profundo sera nosso entendimento
dos processos naturais. Esse capitulo é dedicado ao estudo de equacoes similares a de
Fibonacci, que descrevem de forma bastante simplificada certos fenémenos de crescimento
populacional. Veja a ref.? para artigo de divulgagédo interessante sobre os nimeros de

Fibonacci. Uma abordagem matematica pode também ser vista no livro de Khinchin 7.

Sobreposicdo de geracdes em plantas anuais

No contexto das plantas anuais, vimos que parte das sementes que sobrevivem ao inverno
germinam, e a parte restante fica no solo. Vamos supor que parte dessas sementes sobre-
vivem a mais um inverno e podem germinar no ano seguinte, isto é, ocorre sobreposicao
de geracoes. A cada ano teremos entao duas contribuicoes: a das sementes do ano
imediatamente anterior e a das sementes de dois anos atrds. Tomando como base o ano

n — 1 teremos:

Irn-1 sementes sao produzidas no ano n — 1
o fPn-1 sementes sobrevivem ao inverno e chegam ao ano n
ao fpn—1 sementes germinam no ano n
(1 —a)ofpp—1  sementes ndo germinam no ano n

o(l1 —a)ofp,—1 sementes sobrevivem ao proximo inverno

ao(l —a)ofpn—1 sementes do ano n — 1 germinam no ano n + 1

O numero de plantas no ano n + 1 é agora dado por

Pyl = ao fpp, + ao(l — a)o fpp_1. (1.12)

Temos dois parametros determinando o crescimento da populagao. O primeiro, ao f
é 0 mesmo que chamamos de r nas se¢bes anteriores. No entanto, a letra r é geralmente
utilizada para taxa de crescimento e veremos que, devido a presenca do segundo termo na
equacao, a taxa de crescimento vai ser um pouco mais complicada e preferimos introduzir
um novo nome para ao f. Por motivos de conveniéncia vamos também denominar a

segunda combinac¢ao de constantes com uma dnica letra grega:

B=aocf

v =—a(l —a)o?f.

Note o sinal negativo na definicdo de gama. Assim reescrevemos

‘pn—I—l = Bpn — ¥YPn-1 - (1.13)
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Essa é uma equagao linear de segunda ordem. Para resolvé-la precisamos de duas
condigoes iniciais: pg e p1.

Exemplo: Suponha que f =200, «a =0.5e 0 =0.2 Entdo 8 =20e v = —2. A equagao
fica

Pnt1 = 20p, + 2pp—1

Se pg = 20 e p; = 10 entao py = 240, p3 = 4820, etc.

Antes de resolvermos a equagao (1.13) de forma geral, vamos mostrar que ela aparece
também em um outro contexto muito importante, onde duas espécies interagem. A
interacao seréd de tal forma que o crescimento de cada populagao depende nao apenas
de seus proprios individuos, mas também dos individuos da outra espécie. Exemplos
dessa situacao incluem interagoes mutualistas, onde a interacao tras beneficios mutuos,

ou antagonisticas, como predacao, onde uma espécie se beneficia e a outra se prejudica.

Equivaléncia entre sobreposicdo de geracdes e duas espécies

Para completar essa secao mostraremos que, assim como conseguimos reduzir um sistema
linear de equagoes entre duas espécies a equacoes que dependem apenas de uma delas
em tempos distintos, também podemos mostrar que existe existe uma equivaléncia do
modelo de sobreposicao de geragdes com o modelo feito para duas espécies. Se partimos

de uma equagao de segunda ordem da sobreposicao de geracoes da forma

DPnt1 = BDn — YPn—1

podemos definir uma variavel auxiliar g, = p,—1 e reescrever essa equagao COMO P41 =

BPn — Yqn- Dessa forma, o par de equagoes

P+l = BPn — Van
dn+1 = DPn

corresponde ao sistema original e tem a forma das equagoes (1.5) com a seguinte matriz

-7

Desta forma, as mesmas técnica podem ser usadas para se resolver ambos os proble-

de interagoes

mas.

Quadro 1.3 — Plantas anuais com sobreposicdo de geracoées.

No exemplo das plantas anuais que estudamos anteriormente consideramos pri-
meiro um caso mais simples onde apenas as sementes do ano anterior contribuiam
para as novas plantas, secao 1.1.1, e depois admitimos a possibilidade que semen-
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tes mais velhas também pudessem germinar, segao 1.2.3. No primeiro caso vimos
que

Pn+1 = TPn
onde r = ao f é o produto do ntumero de sementes produzidas por planta, pela

fragdo que sobrevive ao inverno pela fragdo que germina. Assim, para « e o fixos,
a populagao s6 persiste se o niimero de sementes produzidas satisfizer a relacgao

f> a—la (1.14)

Quando sementes do ano anterior sdo levadas em conta aparecem duas taxas
de crescimento,

g 1
Ry =>4 -4/52—4y.
+=5E5vVE -4
Para que as plantas tem sucesso e nao desaparecam, pelo menos a maior dessas
taxas deve ser maior do que 1. No caso das plantas 8 = aof e v = —a(l —a)a?f.

Como v < 0, é facil ver que /32 — 4y > 3 e a maior taxa ¢ R.. A condigao
para que as plantas prosperem ¢é, portanto, Ry > 1, ou

B 1 =
E4 — 4y > 1.
5 13 B vy

Multiplicando tudo por 2 e passando o termo em [ para o lado direito podemos
isolar a raiz quadrada e, em seguida, elevar tudo ao quadrado:

BP—dy>2-
B2 —dy>4—-48+5°
—-y>1-p
Substituindo os valores de 8 e v obtemos
a(l—a)o?f>1—-aof

flao + a(l —a)o?] > 1

ou
1

ao + a(l —a)o?’

f> (1.15)

Comparando com a expressao (1.14) vemos que a contribui¢ao das sementes
do ano anterior faz com que a populagdo sobreviva com uma produgdo menor de
sementes por planta. Se apenas 5% das sementes germinam e se apenas metade
sobrevive ao inverno, entdao o = 0.05, ¢ = 0.5 e 1/ac = 50. No primeiro caso,
cada planta tem que produzir pelo menos 50 sementes para que a populagao
ndo morra. No segundo caso 1/[ao + a1 — a)o?] =~ 27 e as plantas sobrevivem
mesmo produzindo menos sementes. [

Este quadro é baseado no Quadro YY de XX
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Solucdo da equacdo de segunda ordem

Antes de introduzirmos os modelos de estruturagao etéaria da populacdo, vamos resolver
de forma genérica uma equagao de segunda ordem como as que apareceram nas segoes
1.2.1e1.2.3:

Pn+1 = ﬁpn — ¥YPn-1

tendo em mente que isso resolve também o problema de duas espécies.

Como a equagao ¢ linear supomos que a solugao possa ser da forma
Pn = CR"

onde a constante C' deve estar ligada a condigdo inicial e R a taxa de crescimento efetiva

da populagao. Substituindo na equagao obtemos
CR"! = BCR™ — vCR" ..

Cancelando os fatores comuns C' e R"! vemos que R deve satisfazer a equacio de

segunda ordem
R? - BR+~=0. (1.16)

Essa equacao é conhecida como equacao caracteristica do sistema e, nesse caso, apresenta

duas solugoes:

R :gi%\/@—m. (1.17)

A solucgao que propusemos é portanto satisfeita por dois valores de R e a solucgao

geral da equagao de segunda ordem é

pn=C, R +C_R". (1.18)

As duas constantes C;. e C_ sao determinadas por duas condicoes iniciais, como sabiamos

ser necessario. Se pg e py sao conhecidos, entao,

Po = C_|_ + C_
pP1 = C+R+ +C_R_.

Resolvendo esse sistema obtemos

p1 — poR—

c, = PL—polt-

T T R —R_
o _ P + poRy

R, —R_
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Usando a relagao Ry — R_ = /32 — 4 ficamos com

c, = p1 — poR—
B2 — 4y
(1.19)
o _n +poRRy
B? — 4y

0 que completa a solugao.

Quadro 1.4 — Retomando o modelo de Fibonacci.
A equagao que descreve o numero de casais de coelhos no problema de Fibonacci,
(1.11) é

Fn+1 :Fn+Fn—1~

Comparando com a forma geral (1.13) identificamos =1 e v = —1. As taxas
de crescimento ficam
1++/5

Ry = 7

Usando as condigoes iniciais Fy = 0 e F; = 1 obtemos

e a solugao completa é
1 (1 "1 (1-v5\"
E,=— Bl L v . (1.20)
V5 2 5 2

Este quadro é baseado no Quadro 2 de ?

Vale notar que o mesmo esquema se aplica para equacoes de ordem maior. Equacoes de

terceira ordem, por exemplo, da forma

Prnt1 = BPn — VPn—1 + 0pn—2

tem como solugao geral
pn = C1R} + CoRy + C3Ry.

onde os R; sao as solugoes da equagao caracteristica cubica
R?®— BR® +yR—6=0.

Apesar da equagao cubica ter solugoes explicitas, elas sdo bem complicadas e nao as
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trataremos aqui. Em problemas de ordem 3 ou maior, muito frequentemente recorre-se

a métodos numéricos para se obter as taxas de crescimento e as constantes C;.

Comportamento qualitativo geral das solugcoes

A solugao geral das equagoes de segunda ordem (1.18) tem duas contribuigdes, vindas

das duas solugoes para a taxa de crescimento

6 1
Ri=C12/p2 4.
+=5%5V0 Y
Nesta segao vamos olhar para cada contribuigao separadamente. Vamos separar nossa
andlise em dois casos: (a) quando R é um ntimero real, o que ocorre se 32 > 4v e (b)

quando R é um ntimero complexo, se 32 < 4.

(a) Caso real
Se 32 > 4 as duas raizes Ry sdo reais. Aquela que tem o maior moédulo ¢ dita dominante
e controla o crescimento da populagao para tempos longos. Como vamos olhar para
cada uma dessas raizes separadamente, vamos denota-la simplesmente por R. Dividimos
a analise em quatro casos:
i. R > 1. Nesse caso temos crescimento exponencial. A figura 1.1(a) ilustra o
crescimento populacional para pg = 100 e r = 1.05.

ii. 0 < R < 1. Neste intervalo ocorre o decaimento exponencial, como ilustrado na
figura 1.1(b) pp = 100 e r = 0.80.

iii. =1 < R < 0. Quando R é negativo o sinal de p,+1 é sempre oposto ao sinal
de p, e os valores oscilam de positivos para negativos a cada passo de tempo,
enquanto que a amplitude do zig-zag diminui. Embora essa situagao nao possa
representar uma populacado real, veremos que esses resultados serao tuteis para
estudar a estabilidade de sistemas nao lineares, onde p,, vai representar variacoes
da populagao em torno de seu valor de equilibrio. Na figura 1.1(c) pp = 100 e
r = —0.80.

iv. R < —1. Esse caso ¢é similar ao anterior, mas como o moédulo de R é maior do que
1, a solugdo oscila mas sua amplitude cresce, como mostra a figura 1.1(d) para
po = 100 e r = —1.05.

(b) Caso imagindrio: oscilagcées
No caso de raizes complexas, quando 3% < 4, ndo é possivel separar as contribuicoes
de R4, e temos que tratar o problema completo. Comecamos explicitando o caracter

complexo escrevendo

Rizgi% 4y — B2 = reti®
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Figura 1.1: Comportamento das solugoes lineares no caso em que as taxas de crescimento
sao reais. Comegando do painel superior esquerdo temos: (i) R = 1.05, (ii) R = 0.80,
(iii) R = —0.80 e (iv) R = —1.05. Em todos os casos py = 100.
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onde usamos a forma polar. Os valores de r e ¢ podem ser calculados:

ORIt

NeEy:
7

Como populagoes ndo podem assumir valores complexos, temos que fazer uma

tan ¢ =

combinagao apropriada das contribui¢bes provenientes de Ry e R_ de forma que a
solugao seja real. Notando que R4 é o complexo conjugado de R_ e que a soma de
um nimero complexo com seu complexo conjugado é sempre real, podemos escolher a

constante C_ como sendo o complexo conjugado de C'y. Com isso teremos

pn = Ci(Ry)"+C_(R-)"

= CH(Ry)" + [C4 ] [(Rp)]™
e garantimos que a solugao seja real. Usando a forma polar para R4 e escrevendo

A—iB A+iB
C+: 2 07: 2

obtemos
_ A—27,B Tneznqﬁ + A—EZB ,r,ne—znqﬁ

. n ein¢+e—in¢ n ein¢_e—in¢
= Ar"e—5—— + Br"eY————

= Ar" cos (n¢) + Br" sin (ng).

As solugdes sdo oscilatorias, mas de caracter diferente das obtidas no caso real com
R < 0. Naquele caso o valor de p, mudava de sinal a cada passo de tempo. Aqui o
periodo da oscilagao é maior. O tempo que demora para que os senos e cossenos retornem
ao seu valor inicial é

N =27/¢.

A figura 1.2 ilustra o comportamento para ¢ = 0.5, o que resulta em N =47 =~ 12. O

crescimento ou decaimento global ¢ controlado por r = /7.

Solucdo via autovalores e autovetores

Como vimos na secao 1.2.1, sistemas de equacoes que descrevem a interagao entre duas
espécies, (1.5) podem ser colocado na forma matricial (1.8). O mesmo vale para uma
Gnica populagao cuja dindmica ¢ modelada por uma equagao linear de segunda e necessita
de informagao sobre duas geracoes anteriores para ser especificada. Em resumo, uma
equagao linear de segunda ordem é equivalente a duas equagoes lineares de primeira

ordem.
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Figura 1.2: Comportamento das populagées no caso de raizes complexas.

Na secao 1.2.4 mostramos como resolver a equacao de segunda ordem. Aqui vamos
mostrar como resolver as equagoes em sua forma matricial. O ponto de partida sdo as

equagoes (1.8) que repetimos aqui:

Un+1 = Avy,
onde
In
Up =
Yn
€
ailp ai2
A=
a21 G22

Embora o foco aqui seja em duas equagoes, a solucdo que apresentaremos se estende
para um nimero arbitrario de equagoes.
Se det(A) = aj1a22 —aizaz2; # 0, existem geralmente dois vetores especiais, chamados

de autovetores de A tal que
Avy = Aoy e Av_ = _wv_. (1.21)

A aplicacdo de A nos autovetores v4 nao altera suas dire¢es, apenas multiplica duas
componentes pelo mesmo fator Ay, que sdo chamados de autovalores de A. No apéndice
3.11 mostramos em detalhes como v+ e A+ podem ser calculados. O resultado é que os

autovalores sao solugoes da equacgao
N —BA+7=0

onde f = aj; + agy e v = ajjaze — ajgaz;. Comparando com (1.16) vemos que os
autovalores da matriz A sdo exatamente as taxas de crescimento R4 que encontramos

anteriormente. Uma vez calculados os autovetores de A a solugao do sistema (1.8) é
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vp = Cp A\ vy +C_N" v (1.22)
onde mantemos a notacao com Ay em vez de Ry apenas para enfatizar o método de
solucdo. Para verificar que (1.22) de fato é a solugao de (1.8) basta aplicar A e usar
(1.21):

Avy, = Ci NP Avy + C_\" Av_
= C+)\i)\+"l)+ + C’_)\’i)\_v_

= C+)\7_:_+1’U+ =+ C_)\Ti+11)_

= Un+1-

As duas constantes C'y sao determinadas pela condigao inicial:
vo = Civp +C_v_. (1.23)
Para tornar essas equacoes mais claras e explicitas, vamos escrever os autovetores

o)

Entao a solugao (1.22) fica

como

rp =Crap N} +Ca_\"
Yn = Cpbp XL + C_b_\"

e as constantes sdo determinadas pelas condigoes iniciais por

xog=Cray +C_a_
Yo = C+b+ +C_b_.

Exemplo: Vamos resolver novamente o problema de duas espécies interagindo por

mutualismo, ja tratado no Quadro 2.2. A matriz de interagao (veja a equagao 1.2) é:

Ao ( 1/2 5/6 >
12/5 3/2

e os autovalores Ay = 5/2 e A_ = —1/2. Os autovetores correspondentes sao

@) ()
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As constantes Cy sdo determinadas por

18 = 5C, + 5C_
9=12C, — 6C_

cuja solugao é O =8/5 e C_ = 1/5. Colocando tudo junto obtemos

n =8+ ()"

Populacdo estruturada

Uma populagao é dita estruturada, em geral, quando possui classes bem definidas de
acordo com estagio da vida ou idade. Por exemplo uma populagao de plantas possui
sementes, plantulas e individuos adultos reprodutivos. Uma populagao de insetos, que
possui estagios larval, pupa 1, pupa 2 e adulto. Algumas populagdes sdo mais simples,
compostas apenas por individuos juvenis e adultos reprodutivos.

Vamos considerar essa populagdo mais simples de individuos que tem uma fase juvenil
(ou classe juvenil) e uma fase de adulto (ou classe adulta). Uma certa fracao individuos
juvenis se tornam adultos. Uma certa fragao dos individuos adultos permanecem adultos.
E os individuos adultos podem se reproduzir em uma certa taxa gerando novos individuos

juvenis. Podemos representar essa populagao estruturada em classes da seguinte maneira:

T

L

b

Figura 1.3: Esquema da populagao de juvenis e adultos

Dado um certo ntmero de individuos juvenis e adultos em um certo instante de
tempo n, sabemos que no instante seguinte, n + 1, o namero de individuos juvenis
é acrescido pela taxa de individuos adultos que se reproduziram no instate n. Da
mesma forma, sabemos que o niimero de individuos adultos no instante seguinte, n + 1 é
composto por individuos juvenis do instante n que se tornaram adultos e também por
individuos adultos do instante n que permaneceram adultos. Uma forma de expressas
matematicamente este sistema é através de equagoes recursivas.

Vamos usar J(n) e A(n) para indicar o nimero de individuos juvenis e adultos,
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respectivamente, no instante n. Usando as mesmas letras da Figura 1.3 para representar
as taxas de crescimento (b), o amadurecimento de juvenis (p) e a sobrevivéncia dos
adultos (s), as equagOes recursivas para este sistema podem ser escritas da seguinte

forma:

Jn+1) =0bA(n)

(1.24)
Aln+1) =pJ(n)+ sA(n)

Ao representar a populacao desta forma, eu posso saber como ela estaré no instante
de tempo n = 15, pode exemplo. Através das equagoes dadas em 1.24. Podemos escrever
os tamanho das diferentes classes de acordo com o ntimero de individuos em cada classe

no instante n = 14. Ou seja, podemos escrever da seguinte maneira:

J(15) = bA(14)
A(15) = pJ(14) + sA(14)

Portanto preciso saber como a populagao estava no instante n = 14. Usando as
equagoes 1.24 novamente, posso determinar o nimero de individuos no instante n = 13.
Como vocé ja deve ter percebido, faremos isso recursivamente até chegar no instante
n = 0 e nas quantidades iniciais de individuos juvenis e adultos. Digamos que comegamos
com uma populacao no instante ¢ = 0 de 0 individuos juvenis (J(0) = 0) e 1 individuo
adulto (A(0) = 1). Desta forma, posso saber quanto juvenis e adultos tenho em n =1, e
depois em n = 2 e entao em n = 3 até chegar no instante de tempo que estou interessada
que é o instante n = 15.

Vamos fazer um exemplo numérico para entender o que acontece com a nossa
populagdo de n = 0 até n = 15. Supondo que 0.1 dos individuos juvenis se tornam
adultos em um certo instante de tempo para outro (p = 0.1), e que 0.2 dos adultos
sobrevivem de um certo instante de tempo para outro (s = 0.2). Além disso, vamos
supor que o numero de filhos que cada adulto deixa é em média 10 (b = 10). Vamos
escrever na forma de tabela como os nimero de adultos e juvenis se alteram ao longo do

tempo até n = 15.

Tabela 1.2: Tamanho da populagao em cada uma das classes e tamanho total a instante
de tempo.

n ‘ J(n) ‘ A(n) ‘ Total(n) n ‘ J(n) ‘ A(n) ‘ Total(n)

0 | 0.00 | 1.00 1.00 8 8.82 | 1.42 10.24
1 | 10.00 | 0.20 10.20 9 | 1424 | 1.17 15.41
2| 2.00 | 1.04 3.04 10 | 11.67 | 1.66 13.33
3 11040 | 041 10.81 11 | 16.58 | 1.50 18.08
4 | 4.08 | 1.122 5.20 12 | 14.98 | 1.96 16.94
5 | 11.22 | 0.63 11.85 13 | 19.57 | 1.89 21.46
6 | 632 | 1.25 7.57 14 | 18.90 | 2.33 21.23
7 | 12.48 | 0.88 13.36 15 | 23.35 | 2.36 25.71

Da mesma forma, podemos calcular para tempos muito distantes e entender como a
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populagao cresce. Calculando essa mesma populagdo (mesmo valores de b, p e s) para
um tempo muito grande, podemos visualizar graficamente algumas informagcoes dessa
populagdo. Primeiramente vamos fazer o grafico de Nimero de individuos juvenis e

adultos ao longo do tempo:
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Figura 1.4: Namero de individuos nas classes Juvenis e Adultos.

Essas populacoes crescem exponencialmente. Nao ha nada que funcione como um
freio ou limite para o tamanho da populagao. Por mais que nem todos os adultos
sobrevivam, a taxa de natalidade é suficientemente grande para que a cada instante
de tempo a populagao esteja maior que no instante anterior. Se observarmos o inicio
do crescimento vemos algumas oscilagoes. Porém a partir de um certo momento, a
populagao de juvenis e adultos cresce sem oscilagoes adquirindo um tamanho cada vez
maior a cada instante de tempo.

Podemos avaliar também qual a proporcao de juvenis e adultos na populagao a cada
J(n) Aln) .
otal(n) ¢ Total(n)*
Pelo grafico da figura 1.5, ainda que a populagao esteja cada vez maior a cada

instante de tempo, isto ¢ —

instante de tempo, as proporc¢oes de juvenis e adultos alcancam uma proporcao estavel
depois de um certo tempo. Vemos que em torno de 80% da populagao é composta de
juvenis, enquanto 20% da populagao é composta por adultos, apds algumas oscilagoes
iniciais. Esta mesma informacao pode ser vista de outra maneira. Se fizermos o grafico
de plano de fases (A(n) x J(n)), essa propor¢ao do ntimero de juvenis para adultos é
dado pela inclinag@o da reta de ajuste dos pontos desse plano de fases:

Como mostrado na Figura 1.4, apesar da populagao alcangar uma proporgao estavel
de juvenis e adultos (Figuras 1.7 e 1.6), a populagdo nao deixa de crescer conforme o

tempo passa. Sabemos que a taxa de natalidade é 10 juvenis/adulto. No entanto, o
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Figura 1.5: Proporg¢ao do ntmero de individuos nas classes Juvenis e Adultos.
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Figura 1.6: Plano de fases do nimero de individuos nas classes Juvenis e Adultos.
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efeito da sobrevivéncia e amadurecimento dos individuos dessa populagdo devem ser
levados em conta para sabermos de fato o quanto a populacao cresce a cada instante
de tempo. Se consideramos o tamanho da populac¢do no instante n + 1 em relagao ao
instante n, podemos estimar o quanto a natalidade, amadurecimento e sobrevivéncia

resultam no crescimento da populagao.
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Figura 1.7: Taxa de crescimento da populag@o nas classes Juvenis e Adultos

Matriz de projecdo
Uma outra forma de escrevermos o mesmo problema do exemplo acima é através de

notagao matricial. O problema anterior escrito na forma de matriz é expresso da seguinte

(J(n+1)> _ (0 b) (J(n)> (1.25)
A(n+1) p s \A(n)

Se chamarmos o vetor da populacido de & e a matriz com o valores de b, p e s de M,

forma:

também podemos escrever:

Z(n+1) = MZ(n) (1.26)

) n
Da mesma forma como fizemos anteriormente, podemos escrever o vetor <A ) em

termos de <J(n

1)> Desta maneira, a equagao 1.25 fica:
n J—

<J(n+1)> _ (o b) (o b) (J(n—l))
An+1) p s)\p s) \An—-1)



1.2 Segunda ordem 28

J(0
Podemos ir recursivamente até os tamanho das classes no instante t = 0, £y = < ( ):

(J(n+1)>_<o b) (0 b) (J(O))_(O b)"“ (J(O))
An+1)) \p s) \p s)\A©)) \p s A(0)

Ou ainda:
Z(n) = M"xp

A matriz M é a matriz que contém as estatisticas basicas da populagdo. Ela é conhecida
como matriz de projecao, matriz de transicao ou ainda por matriz de Leslie. Esta matriz
contém informacoes basicas da populagao. Dado que a nossa populagao de exemplo
possui um taxa de crescimento constante a partir de um certo instante de tempo (Fig.
1.7) e dado que as propor¢oes de individuos nas diferentes classes também se mantém
constantes (Fig. 1.5), podemos relacionar esses dados com caracteristica da matriz de
projecao da populagao.

Uma forma de reescrevermos o problema é assumirmos que a classe de juvenis J é k
vezes o tamanho da classe de adultos A, de tal forma que podemos definir o vetor ¢ que

obedega essa proporcao nas diferentes classes:

= ()= ()=

Também assumimos que a populagao cresce com uma taxa A a cada instante de tempo.
Se no instante de tempo n, nés temos J juvenis e A adultos e a populagdo cresce com

essa taxa constante, entao:
Jn+1)\ (MY (I (I
An+1))  \xAm)) " \An)) T \4

F(n+1) = \Z(n) = A& (1.27)

Ou ainda:

Portanto, juntando as equagoes 1.26 e 1.27, temos:
AT = MY (1.28)

Para resolver, usamos a matriz identidade, que funciona como uma matriz neutra na

multiplicacdo de matrizes (ou como o nimero 1 em uma multiplicagdo de nimeros

(3)-6 )0

escalares):
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()]0

J
Para resolver a partir da equagao 1.29, ou temos que (A) =0, ou seja J=0 e A=0,

. - . 0—-XA b
que chamamos de solucao trivial, ou entao a matriz B = deve causar
P s— A
um efeito nulo. Uma forma de buscarmos isso matematicamente é multiplicando a

equacdo dada em 1.29 pela matriz inversa de B, denominada B~!, supondo que ela

exista. Portanto temos que:

B 'Bi=B710 (1.30)

Como uma matriz inversa multiplicada pela préopria resulta em uma matriz identidade,
I, temos que I = 0. Se estamos em busca de uma solugao nao trivial, chegamos em
um absurdo: I = 0. Portanto a matriz B ndo pode ser inversivel, isto ¢ B~! nio existe.

Uma matriz nao inversivel tem o determinante igual a zero. Entao temos:

0—A b
det( ) =0 (1.31)
P s—A

O determinante de uma matriz quadrada 2x2 é simples de se calcular, é simplesmente
a multiplicagdo dos elementos da diagonal principal menos os elementos da diagonal
oposta. O determinante gera entdo uma fungao polinomial, neste caso de segundo grau,

que é chamada de polindmio caracteristico ou fung¢do caracteristica:

A —sA—pb=0 1.32
2

A solucao desse polinémio leva a dois valores candidatos a serem o que descrevemos

_ s++/s?+4pb o

acima como taxa de crescimento da populagdo. Este valores sao A\; = 3

A s—+/52+4pb
2 = p)

na equagao dada em 1.29, podemos calcular os valores de J e A que nos fornecem a

. Este sao os autovalores da matriz M. Ao substituirmos o valor de A

informagao da proporgao de individuos juvenis e adultos na populagao estudada. Fazemos
isso com cada um dos valores de A, o que nos resultard em vetores ( > associados.

Calculando os valores de J e A, temos:
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—-A b J
) () v

Pela multiplicacao da primeira linha da matriz pelo vetor (A) , temos que:

M +bA=0 (1.34)

Portanto J = %. Como sabemos os valores de A, é s6 substituirmos.
Para o autovalor A1, temos que:

Jo—— % 4 (1.35)

s+ /82 +4pb

Desta forma, temos que a classe de juvenis é 2

s+4/82+4pb
2b

adultos. E entao A | stVs*+4rb | & o autovetor associado ao autovalor \p.
1

Para o autovalor Ao, temos que:

o tamanho da classe de

Jo—— % 4 (1.36)

s — /82 +4pb

Desta forma, temos que a classe de juvenis é 2bA

s—4/82+4pb
2b

adultos. E entdo A | s—Vs*+4pb | & o autovetor associado ao autovalor \s.
1

Como vemos, temos dois valores que nos informam como a populagao cresce (dois

o tamanho da classe de

autovalores) e duas proporgoes de classes associadas ao crescimento da populagao (dois
autovetores associados). No entanto a populagao cresce de uma forma constante, sem
alterar de uma taxa de crescimento para outra (veja a figura 1.7). Vamos fazer os calculo
de autovetores e autovalores usando os valores de b, p e s usados nos exemplos das
figuras 1.4-1.7.

9.049876
e )\ = 1.1049876 e seu autovetor associado é m ( 1 )

—11.04988
e My = —0.904987 e seu autovetor associado é m )

Visualmente pelo grafico da figura 1.7, vemos que a populacdao tem uma taxa de
crescimento positiva que é um pouco maior que 1. Pelo grafico da figura 1.5, vemos que
h4 mais juvenis que adultos e que a porcentagem de juvenis estd em 90% e de adultos
estd em torno de 10%. Desta forma podemos ver que o valor de A\ e seu autovetor
sao aqueles que definem o crescimento e proporgoes das classes dessa populagao. Este
autovalor é conhecido como autovalor dominante. Ele é aquele autovalor com maior

valor em moédulo dentre os autovalores da matriz.
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Uma forma de vermos matematicamente por que este autovalor é o dominante, é
através de método das poténcias.

Sejam os autovalores e autovetores de uma matriz Aaxa, A1 € Ao com seus respectivos
autovetores vj e v3. Suponha que os autovalores sao tais que |[A1] > |A2|. Os autovetores
de uma matriz sao linearmente independentes, isto é, eles formam uma base para o
espaco de duas dimensées R2. Desta forma, um certo vetor 0 de dimensao 2 pode ser

escrito como uma combinagao linear de coeficientes nao nulos ¢ e co:
w = clv_i + CQ’U_é
Multiplicando os dois lados da equacao acima pela matriz A, temos que:
AW = c1 Av] + c2 A3 (1.37)

Dado que 97 e 3 sdo os autovetores da matriz A, podemos fazer Avy = A\jv] e Av3 = Ao

e, portanto, a equagao 1.37 pode ser reescrita da seguinte forma:
AW = cl)\lv_i + CQ/\QU_é
Fazendo isso mais uma vez, temos que a equagao acima fica da seguinte forma:
A0 = cl)\%v_i + 02)\%1)3
Fazendo isso n + 1 vezes, temos
A™MU = 1 N1 + caA5 03
Dado que |A1| > |\2], podemos reescrever a equagao acima da seguinte forma:

A" = \T cv"—i—cﬁvﬂ
1| 2)\?2

. Ay - o : :
Dado que thm —i = 0, entdo, a dindmica de longos termos definidos pela matriz A
—00

1
terda o autovalor com maior valor absoluto como o autovalor que domina sobre o outros.

Essa mesma técnica pode ser aplicada a matrizes de dimensoes m X m.

Quadro 1.5 — Estrutura etdria de baleias franca.

O exemplo da baleias franca leva em conta uma populagdo estrutura da seguinte
maneira: filhotes (F'), imaturos (I), maduros (M) e reprodutivos (R). Somente
os individuos e estado/classe reprodutiva é que gera novos filhotes. Os individuos
filhotes permanecem filhotes ou se tornam imaturos. Os individuos imaturos
podem permanecer imaturos, se tornar maduros ou se tornarem diretamente
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reprodutivos. Os individuos maduros permanecem maduros ou se tornam repro-
dutivos. Os individuos reprodutivos permanecem se reproduzindo ou voltam a
ser somente maduros quando nao se reproduzem. Uma forma de representarmos
essa populagao é da seguinte maneira:

Usamos as letras s;; para representar a taxa com que um individuo da classe
k se tornam da classe j. Usamos a letra b para definir a taxa de natalidade, ou
seja, quantos filhotes individuos reprodutivos geram por instante de tempo em
que estao reprodutivos. As equagbes que definem a quantidade de individuos em
cada classe dado a quantidade existente no instante anterior sao:

F(n+1) =bR(n)

I(n+1) = sifF(n) + sil(n)
M(n + 1) = SmiI(TL) + SmmM(n) + Ser(n) (1.38)
R(n+1)=sp1(n)+ spmM(n) + s R(n)

Escrevendo da forma matricial, temos:

F(n+1) 0 0 0 b\ [F(n
Iln+1) | sy sua O 0 I(n)
Mn+1) | | 0 Smi Smm Smr M (n)
R(n+1) 0  Sir  Sem Ser R(n)

Ou também podemos representar por:

Z(n+1) = MZ(n)

A matriz de transigao (de projegao ou de Leslie) dessa populagao é a matriz M.
Como vimos na sec¢ao 1.2.5, essa matriz pode nos fornecer informagcées importantes
a respeito da taxa de crescimento dessa populagao e também qual a proporcao
estavel de individuos em cada classe. Utilizaremos um exemplo numérico, em
que:

e b=10.30 ® S, =008 e 5, =0.88
© 5/, =092 e 5,;,=002 e s, =019
e s;; = 0.86 ® Sy =080 e s5,.,.=0

Da mesma forma como fizemos anteriormente, no caso da populagao hipotética

e Juvenis e Adultos , podemos calcular recursivamente os valores de tamanho
de J Adultos , pod lcul t 1 de t h

populacional em cada classe dados os pardmetros acima que compoem a matriz
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M por meio das equagoes dadas em 1.38. Vamos primeiro observar os graficos de
tamanho populacional de cada classe em funcao do tempo, as proporcoes de cada
classe em func¢ao do tempo e a taxa de crescimento também em fung¢ao do tempo.

Numero de Individuos

10

06 08

Proporgao de Individuos (%)
04

Taxa de aumento da Populagao

20

00

ﬂi

Niamero de individuos em cada classe, proporcao de cada classe e taxa de cresci-
mento da populacao de baleias franca, respectivamente

Agora utilizando a propriedades da matriz de transicio, vamos obter os valores
de taxa de crescimento e proporcoes estaveis de cada classe por dos autovalores
e seu autovetores dessa matriz. Os autovalores e respectivos autovetores dessa
matriz de projegao sao:

0.06
0.38
1.00
0.20
—0.03
1.00
—0.57
—0.11
1.00
—0.90
0.58
—0.55
—0.94
1.00
—0.10
0.005

Como vimos anteriormente, o maior autovalor em moédulo é o autovalor
dominante e é aquele que determina a taxa de crescimento da populacao. Neste
caso, o maior autovalor em valor absoluto é o Ay = 1.003. Isto significa que a
cada instante de tempo a populacao tem o seu tamanho do instante anterior
somado mais 0.3% do seu tamanho anterior. Além disso, temos que quando
a populacao estudada alcanca suas proporgoes estaveis, o ntimero de filhotes é
igual a 0.06 do nimero de maduros; o nimero de imaturos ¢ 0.38 do nimero de
maduros e os reprodutivos sao 0.20 do namero de maduros.

A1 = 1.003 e seu autovetor associadoﬁ

Ay = 0.824 e seu autovetor associadoﬁ

—0.166 e seu autovetor associadoo_—él

A4

—0.002 e seu autovetor associado%

Este quadro é baseado no Quadro XX de YY
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Tabelas de vida

Ainda que muitos estudos possam ser feitos a partir de matrizes de Leslie ou Lefkovitch,
muitos estudos em Biologia de populagoes sao construidos a partir de tabelas de vida.
A tabelas de vida consistem na contagem de nimero de individuos e a reproducio
média desses individuos em suas idades desde o nascimento até a morte. Em geral, o
acompanhamento dessas populagoes ocorrem em populacoes fechadas em que nao se
considera migrantes, nao hé a sobreposicao das geracoes e nao ha transigao de uma
idade @ para uma idade b (onde a < b) se a e b nao forem consecutivos. Para cada idade
1, € contado o niimero de individuos que sobrevivem até a idade ¢ + 1 e a quantidade b;
de filhos produzidos pelos individuos de idade ¢ (b; também é chamado de m; por alguns
autores)

Vamos acompanhar uma populagao hipotética de insetos que comega na idade 0
com 500 individuos. Na idade i = 1, apenas 400 insetos sobreviveram (S; = 400, na
idade ¢ = 2, somente 200 individuos estao vivos (52=200) e na idade i = 3 apenas 50
individuos dos 500 iniciais ainda estao vivos (S3 = 50). Na idade i = 4 ja nao temos
nenhum individuo vivo (S4 = 0). Além disso, observamos quanto ovos os individuos
dessa populagao deixa, em média, em cada idade. Na idade ¢ = 0 os individuos nao se
reproduzem. Na idade i = 1 cada individuo produz em média 2 ovos (b; = 2, na idade
i = 2, cada individuos deixa, em média, 3 ovos (by = 3). Na idade ¢ = 3, apenas um
ovo é deixado por individuo (b3 = 1). Na ultima idade dessa populagao os individuos
todos ja morreram e nao se reproduzem mais. Montando a tabela de vida bésica dessa

populagao na Tabela 1.4:

Tabela 1.3: Tabela de vida de uma populagao hipotética de insetos

1 ‘ Sl ‘ bl
05000
11400 | 2
212001 3
3150 |1
41 0 0

Outras medidas nessa tabela podem ser calculados a partir dessas informagoes
basicas. Por exemplo, dividindo-se cada valor de .S; pelo numero inicial de individuos
nessa populagao (Sp), podemos estimar qual a taxa de sobreviventes em cada idade i
em relagao ao inicio (I;). Podemos calcular também qual a taxa de individuos da idade
i que sobreviveram vindos da idade i — 1 (p;). De um outro ponto de vista, podemos
definir a porcentagem de individuos de uma classe de idade ¢ sobrevive para a classe de
idade seguinte, i + 1 (0;). Desta forma, completando a tabela acima com os valores de
li, p; e 0; , temos:

Se somarmos o nimero de filhos produzidos em cada idade (b;) multiplicado pela

sobrevivéncia relativa ao estado inicial em cada idade (I;), temos uma estimativa de
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Tabela 1.4: Tabela de vida de uma populagao hipotética de insetos

il S| Lo opi | oo
01500 0| 1.00 - 0.80
11400 | 2 | 0.80 | 0.80 | 0.50
21200 | 3 1]040 | 0.50 | 0.25
31 50 | 10101 0.25 | 0.00
41 0 0 | 0.00 | 0.00

quantos filhos um individuo produz ao longo de sua vida na populacao estudada — taxa

liquida de reprodugao (Rp):

Note que esta nao é a taxa de crescimento da populacao que estamos acostumados

(o nosso antigo valor de A ou r), pois devemos considerar o tempo de geragao dessa

populacao. O tempo de geracao é a média de idade dos pais de todos os filhos produzidos

por uma Unica coorte, ou ainda o tempo médio de diferenca de idade entre os pais e os

filhos de uma coorte/geracao, quando estes filhos passam a produzir seus proprios filhos

Podemos estimar o tempo de geragao (G) dessa populagao através da seguinte equagao:
_ Siolibii _ g libid

Zf’f:o Lib; Ro

Agora considerando a populagdo em tempos geracionais, podemos estimar a taxa de

crescimento em tempo absoluto por meio de algumas aproximagoes. Seja Ng o ntimero
de individuos no tempo geracional GG. Seja a populagdo de tamanho inicial Ny, que
cresce a uma taxa A e uma escala de tempo dada em nimero de geragoes G. Podemos
escrever entao que:
Ng = NoA®
Ao dividirmos os dois lados por Ny temos que:

N¢

G _\G
No

Aproximando que o crescimento de Ny para Ng é a taxa de crescimento liquida

dessa populagao (Rp), entao temos que:
Ry = \Y
Portanto, ao tomar a raiz G-ésima dos dois lados, temos que:

A~ §/Ro=RY/¢
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Podemos também reescrever a tabela de vida na forma de equagdes, montar sua
respectiva matriz de transicao e estimar o valor de A por meio do autovalor dominante
da matriz de transicao. Para os individuos na idade ¢ + 1 no tempo n + 1 sdo todos
aqueles individuos de idade 7 no tempo n que sobrevivem de uma idade para a seguinte

(0-7; = Si+1(n+1)/si(n) = pi+1). Isto é:

Si+1(n + 1) = alSz(n) (1.39)

ou seja, o numero de individuos com idade maior no tempo n + 1, depende de quantos
individuos haviam no tempo n na idade anterior multiplicado pela estimativa de sobre-
vivéncia de individuos daquela classe anterior. Note que Sy(n + 1) = o_j12_1(n) nao
faz sentido biolégico, pois nao existe uma idade ¢ = —1. Na verdade, a primeira classe
no tempo n + 1 cresce somente com os nascimentos vindos de todas as outras classes
naquele tempo, considerando as sobrevivéncias dos individuos reprodutores em cada
idade.

Portanto: So(n+1) = b151(n+1)+b252(n+1)+b353(n+1)+b4S4(n+1). Utilizando

a equacao dada em 1.39, temos que:

S()(n + 1) = blaoSo(n) + 520151(71) + bgUgSQ(Tl) -+ 64035’3(71)
Definindo a fertilidade em cada idade como:
F; = bi1104,

podemos escrever as nossas equagoes da seguinte forma:

So(n+1) = FoSo(n) + F1.51(n) + F252(n) + F3S3(n)
Si(n+1) =00Sp(n)
Sa(n+1) =0151(n)
S3(n+ 1) = 0252(n)
Si(n+1) = 03S53(n)

Desta forma, a matriz de transicao fica da seguinte forma:

Fy Fy F» F3 0
66 0 0 0 0
0 oo 0 0 0
0 0 oo 0 0
0 0 0 o3 0

Como o3 = 0 e a dltima coluna também é composta somente por elementos nulos,
podemos descartar a ultima linha e a tltima colina da matriz de transicao. Podemos

entao calcular o valor de A e a a estrutura etaria estavel dessa populacao a partir da
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matriz de transicao. Para o nosso exemplo, temos a seguinte matriz:

1.6 1.5 025 0
0.8 0 0 0
0 05 0 O
0 0 025 0

Para esta matriz, temos que o autovalor dominante é A = 2.1733. Portanto a taxa
de crescimento intrinseca em tempo absoluto desta populagao é r = In(\) = 0.776
filhos/individuos.unidade de tempo. A estrutura etaria estavel estima 68,4% individuos
com idade 1, 25,2% individuos com idade 2 5,8% individuos com idade 3 e 0,6% individuos

com idade 4.

1.3 Exercicios

1. Suponha que pg = 1000, r = 0.8 e que nao haja migrantes. Estime em quantos
anos a populagao sera extinta

2. Suponha agora que m = 50. Calcule os valores numéricos de p, até o ano 10. Faca
um grafico da populagéao em funcao do tempo.

3. A solugao dada pela equagao (1.4) ndo se comporta bem para r = 1. Mostre que
nesse caso a populagdo cresce continuamente e que p, = pg + nm.

4. Considere uma populagao de insetos onde cada fémea tenha, em média, uma prole
com k individuos onde uma fracao a é de fémeas. Se uma fragdo m da prole morre
antes de chegar & maturidade, calcule o niimero de fémeas adultas na proxima
geracao. Calcule também o ntumero total de individuos, incluindo machos e fémeas.

Por fim, obtenha a equacao para pp41.
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2 - Modelos ndo-lineares

Neste capitulo, trataremos especialmente de equagoes nao lineares, que sao aquelas em
que a variaveis do problema (z, y, p, entre outras nomenclaturas que usaremos) no
instante n + 1 dependem de seus valores em instantes anteriores nao mais em primeiro
grau, isto é, essas variaveis podem aparecer elevadas ao quadrado ou expoentes maiores,
ou, algumas vezes, teremos uma variavel z, multiplicada por y, que por sua vez é uma
variavel que depende de x. Com a nao-linearidade, novas dindmicas aparecem e o estudo

dos pontos de equilibrio e suas estabilidades se torna mais importante.

Equacdes ndo-lineares

No capitulo anterior vimos que sistemas de equagoes lineares (Capitulo 1) sempre
possuem solugoes na forma z, = CR", onde R (algumas vezes chamado de \) é uma
das solugoes da equagao caracteristica do problema, com vimos na Sub-Segao 1.2.4. O
comportamento do sistema é ditado pelo chamado autovalor dominante que corresponde
ao maior autovalor em modulo, e ha apenas trés possibilidades basicas: se |R| < 1 entao
xn — 0; se |R| > 1 entao z,, cresce indefinidamente; finalmente, no “caso critico” R =1,
x, fica constante.

Na natureza sabemos que comportamentos muito mais ricos ocorrem e, para descreveé-
los, temos que considerar equagoes mais complicadas. No caso de uma tinica espécie
com taxa de crescimento R > 1, por exemplo, o crescimento exponencial da populagao é
frequentemente limitado pela finitude dos recursos disponiveis, como alimentos, 4gua e
espaco fisico. Enquanto a populagéo é pequena e os recursos por individuo abundantes,
esperamos que ela cresca com taxa R. No entanto, conforme a populacdo aumenta,
a taxa efetiva de crescimento deve diminuir, pois a mortalidade por falta de recursos

aumenta. Propomos entao que tal populacao seja descrita pela equacao

Tnt1 = R(xn)x, (2.1)
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Figura 2.1: Exemplos de taxas de crescimento dependentes da populacao. Em preto
R(x) = 52/(2 4 z), em vermelho R(z) = 2.5(1 — x/5), em verde R(z) = 2.5¢*/% ¢ em
azul, R(z) = 2.5/[1 4 ¢*@=9)]

onde introduzimos uma taxa de crescimento dependente do nimero de individuos (R(xy,)).
A forma especifica de R(x) depende da espécie e dos recursos que queremos modelar.

A figura 2.1 mostra quatro exemplos:

(i) R(z) = K/(b+ z) (curva preta). Se x << b entdo R(x) ~ K /b, que faz o papel da
taxa de crescimento livre, quando os recursos sao abundantes. Quando = >> b, a taxa

de crescimento vai a zero.

(ii) R(z) = Ro(1 — z/K) (curva vermelha). Se z << K entao rRz) ~ Ry, a taxa de

crescimento livre. Quando x ~ K, a taxa de crescimento vai a zero.
(iii) R(z) = roe~*/% (curva verde).
(iv) R(z) = ro/[1 + e*==K)] (curva azul).
Em todos os casos pode-se identificar uma capacidade de suporte, que é a populacao

méxima que pode ser suportada pela quantidade e qualidade dos recursos disponiveis;

em geral a capacidade de suporte é representada pela letra K. No primeiro caso, por
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exemplo, que denominaremos dindmica de satura¢ao a equagao (2.1) fica

T
b+,

T+l = (22)
Quando a populagao é pequena, x,, << b, podemos aproximar x, 11 ~ (K/b)z,, indi-
cando que rg = K /b corresponde a taxa de crescimento livre, na auséncia de competigao
por recursos. No entanto, quando x,, >> b a populacao converge para o valor z, ~ K,
que é a capacidade de suporte.

O segundo exemplo é bastante famoso, conhecido como equacao logistica:
Tl = Roxn(l + wn/K) (2.3)

A taxa de crescimento livre é Ry e a capacidade de suporte é K. Nos outros exemplos
podemos dar interpretacoes semelhantes aos parametros que aparecem.

A dificuldade com essas equagoes é que elas ndo podem ser resolvidas por um método
universal, como fizemos com as equacoes lineares. Em geral, equacoes nao-lineares
nao possuem solucoes explicitas, onde é possivel calcular x, diretamente em termos
de n e xg. No entanto, esperamos que elas possam levar as populacoes ao equilibrio e
vamos primeiramente focar nossos esforgos em encontrar os possiveis pontos de equilibrio.
Veremos, no entanto, que nao basta obter os estados de equilibrio: temos que saber
se eles s&o robustos frente a pequenas perturbagoes. Se qualquer desvio fizer com que
a populacao sai de seu equilibrio, entao diremos que ele é instdvel e, portanto, nao
serd atingido pela din&mica. Se, por outro lado, ele retornar ao equilibrio depois de

perturbado, diremos que ele é estdvel e, portanto, um candidato & descrever a populagao.

Solucdes de equilibrio e estabilidade

O conceito de estado de equilibrio, ou estado estacionério, ¢ fundamental e denota
a auséncia de mudangas no sistema. Junto com ele, vem o conceito de estabilidade,
que podemos ilustrar da seguinte forma: considere uma bolinha se movendo em uma
superficie curva, como mostrado na figura 2.2. O ponto 2 nao é um ponto de equilibrio,
pois a bolinha vai se mover no instante que a soltarmos. Os pontos 1 e 3 sdo pontos de
equilibrio, pois a forca gravitacional é contrabalancada exatamente pela forca normal
que a superficie exerce sobre a bolinha. No entanto, é claro que apenas o ponto 1 é
estével, pois pequenos deslocamentos da bolinha nao vao alterar muito o seu estado. Se
houver uma pequena forca de atrito, a bolinha vai voltar a se equilibrar no ponto 1. O
mesmo nao ocorre com o ponto 3.

Uma equagao nao-linear de primeira ordem é aquela onde z,1; depende apenas de
r,, (e ndo de x,_1, por exemplo) e que termos do tipo 22, cosz,, €% e outros podem

aparecer. Em geral escrevemos
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Figura 2.2: Tlustragao dos conceitos de equilibrio e estabilidade. As posigdes 1 e 3 sao
de equilibrio, no entanto apenas a posicao 1 corresponde a um equilibrio estavel.

e a funcdo f(z) define a dindmica. No caso da equacao logistica, por exemplo (Eq. 2.3),

f(z) =rox(l —z/K).
Os pontos de equilibrio desse sistema, também chamados de pontos fixos, sao dados

pela condi¢ao z,4+1 = Ty, ou ainda por

z=f(z) (2.5)

onde usamos uma barra para denotar os pontos especiais onde a dinmica fica estaciona-

ria (algumas vezes podemos também denotar esses pontos estacionérios por z*).

Quadro 2.1 — Pontos de equilibrio de modelos ndo lineares classicos.
Dindmica de saturagao
K _ K
— = = —.
b + Tn b +

Tn41 =

Uma primeira solugdo é oy = 0, que corresponde & extingao da populacao. Como
existe mais de uma solugao neste caso, usamos um indice para enumerar cada
equilibrio que encontramos. Cancelando um z dos dois lados e rearranjando
obtemos (b+2z) = K ou ; = K —b. Como a populagdo ndo pode assumir valores
negativos, a solugao 71 s6 existe se b < K.

Equacgao logistica
Tnt1 =rotn(l —xn/K) — Z=riz(l —z/K).

Novamente temos a solucao g = 0. Cancelando Z dos dois lados da equacao
encontramos T; = K (1 — 1/rg), que s6 existe se 19 > 1.

Modelo de Varley, Gradwell e Hassell (1973)

1 _
Tpt+l = A(L‘n <a$nb> .
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A taxa de reproducao é A e o fator x;b/ « representa a fracao da prole que
sobrevive até a idade adulta. Neste caso, a populacao de equilibrio, além da
trivial Zo = 0, é dada por Z; = (A\/a)'/.

Modelo de May (1975).

Tpt1 = Tpexp{r(l —z,/K)}. (2.6)

Esse modelo introduz uma capacidade de suporte K. Note que além de Zy = 0,
o ponto £ = K também é um ponto de equilibrio.

Modelo de Hassell (1975)
Tng1 = An(1 + az,) 70 (2.7)

Esse modelo é uma generalizacao da dindmica de saturagao, que corresponde ao
caso que b =1. O g = 0 é um dos pontos de equilibrio. Além dele, existe pelo
menos mais um ponto de equilibrio z; = (VA — 1)/a.

Este quadro é baseado no Quadro YY de XX

2.3 Derivada de uma fun¢cao

O estudo de estabilidade envolve uma analise da dindmica nas vizinhangas do ponto
de equilibrio. Queremos saber o que acontece quando deslocamos a populacao de seu
estado estacionario, por exemplo retirando alguns individuos ou introduzindo individuos
extras. Essa analise envolve o conceito de derivada da func¢ao f(x) que rege a dindmica.

A figura 2.3 mostra como ¢é feito o célculo da derivada no ponto xg. O procedimento
consiste em tomar um ponto vizinho realmente bem proximo de xg, xg + dx, de forma a
montar um pequeno tridngulo, que é mostrado ampliado na figura ao lado. A tangente
do angulo 6 é entao obtida dividindo o lado vertical do triAngulo, cujo comprimento é
f(xo+ 0x) — f(x0), pelo lado horizontal, de tamanho dx. No entanto, como a fungao
f(x) ndo é uma reta, esse pequeno triangulo s6 aparece quando tomamos o limite em

que dx é muito pequeno:

df _ . flwo+dx) — f(20)
%(xo) - 61:3210 ox

. (2.8)

Se dz & pequeno mas nao tomamos o limite em que ele vai a zero, a expressao (2.8)
nao é exata, mas pode ser usada como uma aproximacao. Assim, para dx pequeno
podemos reescrever (2.8) como

df _ flxo + 0x) — flao)
%(mo) - ox
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f(x)

f(x 0%
f(xo

Figura 2.3: A derivada de uma funcdo f(z) no ponto zyp mede a inclina¢do de uma reta
tangente a curva naquele ponto. E definida como tan# onde 8 é o angulo que a reta
tangente faz com o eixo horizontal.

ou, rearranjando os termos:

f(ato + (5.1,‘) ~ f(.xo) + %(Io)&t (29)

Essa aproximacao é extremamente 1til e é conhecida como ezpansao em primeira
ordem em série de Taylor. Fla nos permite conhecer o valor da fungdo em um ponto
vizinho & x¢ em termos do valor da fun¢ao e de sua derivada no ponto xy. Vamos usé-la

varias vezes no decorrer deste curso.

Quadro 2.2 — Exemplos de derivadas.
Derivada de f(r) = 22

(zo + 6)% — (20)?
ox

%(330) = limgz; 0

. 2x00x + 02
= limsz 0 sz
x
= limg,—0[220 + 0] = 2x0.
Derivada de f(z) = e":

eaco—i—csx — %o

U (20) = limgszo 5

_ 19 20 ST _ o0
= limg; 0 T

eZ0 (651_1)
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Este ultimo limite é um limite conhecido na matematica e limx — OehTfl =1.
Veja mais derivadas de algumas funcées no Apéndice B.

Este quadro é baseado no Quadro YY de XX

2.4 Estabilidade

24.1

Seja  um ponto de equilibrio do sistema descrito pela equacao x,+1 = f(x,). Fazemos
entao uma pequena perturbacao no estado do sistema, de tal forma que o estado passa
a ser g = T + dxg.

A dinamica vai levar o ponto zy ao ponto 1 = f(xg). Se dxp for bem pequeno,
esperamos que xj ainda esteja perto de T e escrevemos 1 = Z + dx1. Usando a
aproximagao (2.9) temos que

T+0x1 = f(ZT+ dx0) = f(T) + —(T)dxo.

Como f(Z) = &, obtemos

d
oz =~ é(i‘)(&%o

O ponto T sera estavel se a magnitude da perturbacao for reduzida a cada passo da
dindmica, fazendo com que o estado retorne ao equilibrio. Em termos matemaéticos, o

desvio ap6s um passo da dindmica dxq deve ser menor que o desvio inicial dzg, ou seja,

se %(5})’ <1 T éestavel
(2.10)
se %(f)‘ >1 Z ¢ instavel

Estabilidade do modelo de saturacdo

Vamos revisitar a dindmica de saturagao, Eq. 2.2, e fazer uma mudanca de varidveis para

X,, =, /K. Dividindo os dois lados da equagao por K podemos reescrevé-la como:

aX,

Xpi1=—r
T +aX,

onde a = K /b. A interpretagao de X,, é a popula¢do medida em unidades da capacidade
de suporte K. Assim, X,, = 0.5 implica que a populagao atingiu metade da capacidade de
suporte. Vemos que a dindmica depende apenas de um parametro,dado pela combinagao

K/b. As solugdes de equilibrio sio Xg =0 e X; = 1 — 1/a, que s6 existe se a > 1. A
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Figura 2.4: Diagrama de bifurcacoes para a dindmica de saturacdo. A solucdo que
corresponde & extingao sempre existe, mas torna-se instavel quando a > 1 (mostrada em
vermelho), que corresponde a K > b. Nesse ponto nasce a solucio X; que é estavel em
todo o intervalo a > 1.

derivada de f(X) =aX/(1+aX) é

df a

dX ~ (1+aX)?

- ponto Xg = 0: df /dX(Xo) = a. Portanto Xy é estavel se a < 1.
- ponto X1 =1—1/a: df/dX(X;) = 1/a. Portanto X; é estavel se a > 1.

A figura 2.4 mostra o comportamento dos pontos de equilibrio em fun¢ao do parame-
tro a, conhecida como diagrama de bifurcagées. O ponto de bifurcacio ¢ a = 1 onde X

troca de estabilidade e X aparece.

Estabilidade da equacdo logistica

A equagao logistica também pode ser simplificada com a transformagao X,, = z, /K.
Nesse caso obtemos
Xn+1 =rXn(1 — X,)
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Figura 2.5: Diagrama de bifurcac¢oes para a dindmica logistica.

onde omitimos o sub-indice 0 em 79. As solucoes de equilibrio sio Xg =0e X1 = 1—1/r,
que s6 existe se r > 1, muito parecido com o problema anterior de saturacao. A derivada
de f(X)=rX(1-X)e¢

df
d7 =r—2rX.

- ponto Xg = 0: df /dX (Xo) = r. Portanto Xy é estavel se r < 1.
-ponto X1 =1—1/r: df/dX(X;) =2 —r. Portanto X; ¢ estavel se 1 < r < 3.

Diferentemente do caso anterior, o ponto X; também fica instavel para r > 3 e o
sistema fica sem nenhum ponto de equilibrio estével: a populagdo nao atinge mais um
estado estacionario e oscila sempre. O que acontece para r um pouco maior do que 3
é que aparecem um par de pontos X e X_ e a populacao oscila entre os dois, com

f(X4)=X_e f(X_)=X,;. Podemos encontrar esses pontos resolvendo a equagao

FOX2) = F(F(X4)) = Xy

ou
rX_(1-X_)=X,

rlrXy (1= X)](1 = [rXy (1 - X3)]) = Xy

X1 - X1 - X (1 - X))} = X

Essa equagao corresponde a um polinémio do quarto grau e tem 4 solugoes. No entanto,
duas dessas solugbes sao nossas conhecidas: X1 =0e X; =1—1/r. Isso deve ocorrer
porque pontos de equilibrio satisfazem a condigao f(X) = X e, portanto, f(f(X)) = X.

Podemos entao cancelar um X dos dois lados e reescrever o polinémio de grau 3
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resultante como

r1- X1 - X, (1- X))} =1
r?(1—rXy+2rX2 - Xy —rX3)=1
rX% -2 X34+ X, (14r)—141/r*=0

Xy —141/n)rX2—(r+1)X++(1+1/r)]=0

Na ultima passagem fatoramos a solu¢do X = 1 — 1/r e reduzimos o polindémio a grau

dois. As solugoes sdo entao

X+:0

X+:1—1/T‘

X, = T+1:t\/(;";3)(r+1)‘

As solugbes que estamos procurando sdo as duas tltimas. Fica como exercicio mostrar
que elas sdo estaveis no intervalo 3 < 7 < 1+ v/6 ~ 3.45. Apoés esse valor, uma nova
bifurcag@o ocorre e a populagao passa a oscilar entre 4 valores, e logo em seguida entre 8
valores, depois 16, 32, 64 até atingir r ~ 3.57 quando a dindmica fica cadtica, oscilando
entre varios valores sem periodicidade alguma. A figura 2.5 mostra o diagrama de
bifurcacoes da equagao logistica.

Esse exemplo mostra que equacoes nao-lineares podem exibir comportamentos ex-
tremamente ricos e complexos. Serd que esses tipos de comportamentos sao de fato
encontrados na natureza? Essa é uma questao interessante cuja resposta pode depender
de véarios fatores. Se uma populagao atinge valores muito baixos, como ocorre na equagao
logistica no regime caético, ela pode nao se recuperar por conta de outros fatores, embora
matematicamente ela volte a crescer. O quéo realistas sdo os modelos é sempre motivo

de debate e de bom senso na sua aplicacao e interpretagao dos resultados.

Duas ou mais espécies

Sistemas onde duas populagoes interagem de forma nao-linear podem ser descritos

genericamente pelas equagoes

Tnt1 = f(zn,yn) (2.11)
=g

Yn+1 (xna yn)

Esse sistema pode ser generalizado para o caso de mais espécies de maneira natural,

adicionando uma nova variavel para cada espécie e uma nova fungao descrevendo sua
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interacao com as demais.
Os pontos de equilibrio sao tais que ambas as populagoes nao mudam com a dindmica,

isto é, sao dados pelos valores Z e ¥ tais que

&

x

(2.12)

&
S

f(z,
9(z,

|
Il

Assim como no caso de uma tnica espécie, essas equagoes podem ter mais de uma
solucao e temos que estudar a estabilidade de cada uma delas. Procedemos da mesma
forma que fizemos na se¢ao anterior: construimos uma condigao inicial préoxima do
equilibrio e vemos se a dindmica a aproxima do equilibrio ou a afasta dele. No primeiro

caso o equilibrio sera estével e no segundo caso, instavel. Seja entao

r9g =TI+ oz
0 oo (2.13)
Yo =Y+
z1 = f(z0,y0) = f(Z + dxo,§ + dyo) =T + b1 (2.14)
y1 = g(z0,Y0) = g(T + 60, Y + 0yo) =T + Y1
Seguindo a ideia apresentada na sec¢ao anterior, podemos aproximar as fungoes pela
sua série de Taylor em primeira ordem. A diferenca é que agora temos que fazer a

aproximagao nas duas variaveis:

F(®+ 020,54 0yo) ~ f(&,7) + L (2, 9)0w0 + :iiy (7, 7)0y0 (2.15)
g Yy

9(Z + 0xo,§+ dyo) =~

Para nao ficar escrevendo as derivadas a todo momento é conveniente definir as

variaveis . .
ayy = %(faﬂ) ayp = d];( )
(2.16)
asy = %(577?3) age = Zg(l’ y).

A matriz formada pelos elementos a;; é conhecida como matriz de estabilidade (veja

também a segdo 77). As equagoes (2.14) ficam entao

T+ 0r1 = f(Z,7) + a11dxo + a126yo

y+oy1 = g(x,y) + adxo + a2dyo
ou, usando ainda que f(z,9) =7 e g(z,y) = ¥,

d0x1 = a110z + a120yo
(2.17)

0y1 = a210z0 + a220Yo.
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Essas equagoes sao bastante familiares e devem ser comparadas com as (1.5) do
capitulo 1. Elas correspondem a um modelo linear de duas espécies, que aprendemos a

resolver na sub-se¢ao 1.2.4. Vimos que (veja a equagao (1.18)),
dx, = CLR} + C_R"

(e similarmente para dy,) onde

Re=2 2 V1

2

com 8 = a1 +ax ey = ajjaz — a12a21.
No contexto do estudo do equilibrio da solucao Z e 4 queremos saber em que condigoes
os desvios que fizemos vao tender a desaparecer. Queremos entao as condi¢oes para as

quais |R4| < 1.

Exemplo 1: Modelo de interacao presa (x) e predador (y)

Tny1 =121 —2,/K) — aznyn
(2.18)
Yn+1 = T/yn + bTpYn.

As presas, quando isoladas dos predadores, crescem com taxa livre r > 1 e estao limitadas
pela capacidade de suporte K. A presenca de predadores causa uma reducgao de seu
crescimento. Os predadores, por sua vez, crescem com taxa r’ < 1, de forma que sao

extintos na auséncia de presas, mas em sua presenga podem sobreviver.

Exemplo 2: Sistema de plantas (v) e herbivoros (h).

Un+1 = fvne_ahn

(2.19)
[ ( - L:) .

As plantas, quando isoladas dos herbivoros, crescem indefinidamente com taxa livre f > 1
(nao ha capacidade de suporte nesse modelo). A presenga dos herbivoros causa uma redu-
¢ao exponencial de crescimento. Os herbivoros crescem com taxa r mas sao afetados tanto

pela competicao por recursos com os proprios herbivoros quanto pela presenca de plantas.

Exemplo 3: Modelo de Nicholson-Bailey de hospedeiros (H) e parasitoides (P).

Hyp1 = AHpe
(2.20)
P,y1 =cH, (1 — e_aP”) .
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Hospedeiros crescem com taxa A mas uma fracdo e~ %™ ¢ parasitada e morre. Os

parasitoides botam ¢ ovos em cada pupa de hospedeiro parasitada.

Exemplo 4: Modelo de Nicholson-Bailey com capacidade de suporte.

HnJrl — er(l—Hn/K)Hne—aPn
(2.21)
P,y =cH, (1 — e_aP") .

r(1=Hn/EK) que inclui uma capacidade de suporte. Quando

r(1-Hp/K)

A taxa A ¢é substituida por e
H, << K podemos aproximar e ~ e" que faz o papel de \.

Exemplo 4: Modelo de Nicholson-Bailey com refigio.

Hyy1 = Hy, e Hn/K) [% + (1 - %{) e—apn]

(2.22)

P11 =cH, ( — %) (1 — e_“P") .

Nesse modelo assume-se que uma fragado FE da populacao de hospedeiros pode se refugiar
e escapar do parasitismo. A fracdo é medida em relagdo & maxima populacao possivel

K.

Critérios de estabilidade para duas espécies

Para garantir que o ponto de equilibrio (Z,y) seja estével, temos que verificar que as
duas taxas de crescimento R, e R_ tenham moédulo menor do que 1. No entanto, ao
invéz de olhar para cada taxa separadamente, é possivel mostrar o seguinte resultado

geral que facilita bastante as anélises:

1 - Se 8% < 4, ou seja, se Ry forem complexos, entdo o ponto de equilibrio sera estével

se v < 1.

2 - Se B2 > 47, ou seja, se Ry forem reais, o ponto de equilibrio sera estével se
pl—1<vy<1.

Prova do primeiro resultado.

Se Ry forem complexos, a solugdo para dx, assume a forma
dxy, = Ar" cos (n¢) + Br" sin (n¢)

(e similarmente para dy,) onde

Ry = re™i®
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com r = /¥ e tan¢ = /4y — 32/ (veja a sub-segao 1.2.4). A condicao para que dx,

decresga é que r < 1, ou seja, v < 1, o que completa a prova.

Prova do segundo resultado.

Se R4 forem reais, a solugdo para dx, é

dr, = CL R} +C_R"
(e similarmente para dy,) onde
g
2

1

Caso (a): se > 0 entdo R, é a maior taxa e precisamos garantir apenas que Ry < 1.
Uma primeira condi¢do ¢ que < 2, sendo (/2 > 1. Temos também a condigao imposta
para esse caso que é 32 > 4+. Juntando as duas precisamos que 4y < 32 < 4 o que
implica novamente na condigao vy < 1.

Finalmente impomos que Ry < 1:

B/2+1/24/B2 —4y <1
B+ /B —dy <2
VB -4y <2-8

B2 —dy<4-48+p°

v> -1

As duas condi¢bes podem ser escritas como 1 >y > 5 — 1.

Caso (b): se § < 0 entao R_ ¢ a taxa (negativa) de maior moédulo e precisamos garantir

apenas que R_ > —1. Escrevendo § = —|f| temos que
8] 1
R_=—"—_-/B%2—4y.
5 ~ VB 4y

e uma primeira condigao é que 5 > —2, senao /2 < —1. Temos também a condi¢ao

(2 > 4~. Juntando as duas temos novamente que 4y < 32 < 4 o que também implica
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v < 1. Impomos agora que R_ > —1:

—18l/2 = 1/2¢/B2 — 4y > —1
B+ VB2 — 4y <2

pr—dy <28
B =4y < 4—4I5 +

7> |8l -1.

A condigao de estabilidade pode entao ser resumida em 1 >~ > |8| — 1, que vale para
os casos (a) e (b), pois || = f quando § > 0.

O modelo de Hassell de uma espécie

Na sec¢ao 2.2 descrevemos o modelo de Hassell 7 onde a dindmica é dada pela equagao
(2.7)

ATn,
x = -

Nesta secao vamos explorar os diferentes comportamentos que podem ser apresentados
em funcao dos pardmetros a e b.
Os pontos de equilibrio podem ser encontrados resolvendo-se a equagao
AT

v (1+ az)b

e sao dados por

7=\~ 1)/a.
O ponto T s6 existe se A > 1. Chamando

AT

f(x):m

obtemos

ﬁ_)\l—i-a:c(l—b)
dr " (14 ax)tl
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15

10

Figura 2.6: Estabilidade das solugoes do modelo de Hassell no espago de parametros A
versus b.

Estabilidade de zj: Calculando a derivada no ponto Zy = 0 resulta

dar

I (To) = A

e Tp € estavel se A < 1.

Estabilidade de z;: Fazendo algumas simplificagées podemos escrever a derivada no

ponto 1 como
daf
dx

Para A = 1, quando o ponto Z; aparece, a derivada vale 1. Conforme A aumenta, o valor

(Z1) = (1 —b) + A/,

da derivada diminui. O valor A* onde a derivada passa por zero é solucao da equagao

(1—b)+bA\"Y =0

N (b) = <bfl>b

e é dado por



2.8

2.8 O modelo de Nicholson-Bailey 54

Figura 2.7: Vespa da espécie Aleoides Indiscretus atacando uma largara. (foto: Wikipedia
commons)

Se A aumenta ainda mais, a derivada fica negativa e passa por —1 quando

(1—b)4+bA* "V =1

o= ()"

Se A > A** o ponto Z; fica instavel e aparecem movimentos ciclicos ou cadticos.

ou seja, para

A figura 2.6 mostra um diagrama no espago de parametros A versus b. Se A < Ay =1
a solucao Tg é estavel. Na regiao delimitada pelas reta A = A1, b =1 e a curva A* o
ponto Z; é estavel e sua derivada positiva, indicando que solugbes vizinhas convergem
para o ponto se oscilar. Entre as curvas A\* e A** o ponto z; ainda é estavel mas sua
derivada negativa, indicando que solugbes vizinhas convergem para o ponto oscilando.
Finalmente, acima de \** todos os pontos de equilibrio ficam instaveis e a populagao
exibe movimentos ciclicos ou caéticos. Curiosamente, a assintota da curva A* é Ag = e e

da curva \** a assintota é e2.

O modelo de Nicholson-Bailey

Na secao 2.5 apresentamos o modelo de Nicholson-Bailey que descreve a interagao entre
hospedeiros e parasitéides. Parasitoides sao organismos que parasitam outros seres nao
os deixando chegar a fase adulta de reprodugao, matando (e geralmente consumindo)
seu hospedeiro. A figura 2.7 mostra uma vespa da espécie Aleoides Indiscretus atacando
uma largara.

Vamos denotar por H, e P, o ntimero de hospedeiros e parasitdides na geracao
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n, respectivamente. Os hospedeiros parasitados dardo origem & proxima geracao de
parasitas, enquanto que aqueles que escapam se reproduzem e ddo origem & proxima
geracao de hospedeiros. A fragdo dos hospedeiros que ndo é parasitada, que pode
depender das populagoes de hospedeiros e parasitoides, serda chamada de f(H,, P,). As
equagoes que descrevem a dindmica dessas populagoes pode ser escrita de forma genérica

como

Hn+1 - )\f(an Pn)Hn
(2.23)
Pn+1 :CHn(l_f(HnaPn))

onde A é a taxa de reproducao dos hospedeiros e ¢ é o namero de ovos colocados em

cada hospedeiro por um parasitoide.

Cdlculo da fragdo f(H,, P,)

Vamos supor que cada parasitoide faca um certo nimero k£ de tentativas de encontrar um
hospedeiro durante sua vida. O ntmero total de tentativas feitas por toda populagao de
parasitoides é Ny = kP, e o nimero médio de tentativas por hospedeiro é N = Np/H,.
Vamos supor que N é um ntmero grande.

A probabilidade de sucesso por tentativa p deve ser proporcional ao nimero de
hospedeiros, i.e., p = pH,. Entao a probabilidade que um determinado hospedeiro seja
encontrado a cada tentativa é p/H,, = p que ¢é constante. Como o hospedeiro vai receber
em média N tentativas de ataque, a probabilidade que ele seja encontrado em n dessas
tentativas é dado pela distribuicao binomial

N N

(N —n)!n! Pri=p)

P(N,n) = -

Pode ser que um hospedeiro seja visitado apenas uma vez, e a probabilidade disso
ocorrer & P(N,1) = Np(1 — p)V~1. A probabilidade do hospedeiro ser visitado 2 vezes
¢ P(N,2) e assim por diante. Em média o hospedeiro sera visitado p = pN vezes.

Podemos reescrever a equagao acima em termos de u:

POV) = e (5) (1= 5)

E equacao pode ainda ser manipulada da seguinte maneira:

P(N,n) _ N(N-1)..(N—n+1) (%)n (1 . %)N—n

n!

o N(N—l)N.SLN—n—H) (,:TT) (1 _

Se N >> n podemos aproximar N(N —1)...(N—n+1)~ N"e (1—pu/N)N"" ~ (1 -

w/N )N ~ exp (—u). Com isso obtemos uma expressao aproximada que é independente
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de N e é conhecida como distribui¢ao de Poisson:

P(n) = %:Le_“. (2.24)

A probabilidade de que o hospedeiro escape do parasitismo é P(0) = e #. Podemos
finalmente escrever i calculando o ntimero total N, de encontros que de fato ocorrem
entre hospedeiros e parasitdides. Ele é dado pelo nimero de tentativas multiplicado

chance de sucesso por tentativa:
N, = pkP,, = pkH,P, = aP,H, (2.25)

A constante a pode ser interpretada como a eficiéncia dos parasitéide em buscar hospe-
deiros. Assim, u = N./H,, = aP, e

f(Hy, Py) = P(0) = e %, (2.26)

Andlise do sistema

As equagobes originais de Nicholson-Bailey podem entao ser escritas como

Hy1 = Xe i,
(2.27)
Poy1 = cH,(1 —e )

Os pontos de equilibrio podem ser encontrados resolvendo-se as equagoes
H =XeH

P =cH(l—e9P)

e sao dados por

D In) (7. _ _Aln)
P = Hy = ac(A—1) *

Como a e ¢ sao ntmeros positivos, o ponto Py, H; s6 existe se A > 1.

Estabilidade. Chamando

f(H,P)= Xe*’H

g(H,P)= =cH(l—e P
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obtemos
ajl = % = e P
alg = % = —ale “’H
as = C‘f—fl = ¢(l1- e*“P)
a9y = g—% = acHe P,

Estabilidade de P,, Hy: Calculando as derivadas no ponto Py = Hy = 0 resulta

au:%: A
algz%z 0
aglz%z 0
aggzg%: 0.

Os autovalores da matriz de estabilidade (ou as taxas Ry ) sdo dadas por 0 e A. O ponto

P,, Hy portanto é estavel se A < 1.

Estabilidade de P;, H;: Calculando as derivadas nesse ponto e usando que e = \

obtemos
d
all = % =1
_df _ _f _ Aln)
ap = gp = ok = c(A—1)

a1 =3 =c(1-A)=¢A-1)

dg __ acH; In \
a2 =3gp = "X —1

Um dos critérios que devem ser satisfeitos para que o ponto de equilibrios seja estavel
é que 7, o determinante da matriz de estabilidade, seja menor do que 1. Calculando ~

obtemos
na A — Aln A
S W

e é facil ver que v > 1 para todo A > 1. Dessa forma, vemos que o problema hospedeiro

Y = a11a22 — (12021 =

parasitoide é instrinsecamente instavel, e outros fatores devem ser levados em conta (como

refagios e capacidade de suporte para os hospedeiros) para estabilizar as populagoes.
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2.9 Exercicios

1. Encontre os pontos de equilibrio para as populagoes descritas por nos exemplos

(iii) e (iv) da sec@o anterior.
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TEMPO CONTINUO
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Os modelos que vimos nos dois capitulos anteriores trataram o crescimento de populacoes
de forma discreta, a cada geragdo. Em alguns casos, no entanto, o nimero de individuos
¢é tao grande que nao é necessario sabermos exatamente o tamanho da populagao. Por
exemplo, 1.587.845 individuos podem ser descritos como 1.590.000 sem maiores problemas.
Em populagoes grandes também é frequente que mortes e nascimentos ocorram de
maneira quase constante, de modo que uma descricao do ntimero de individuos a cada
geragao pode nao ser adequada. Ao modelar um sistema considerando o tempo continuo,
noés utilizamos equagoes diferenciais. Estas equagOes agora nao mais determinam o
estado do sistema (como por exemplo o tamanho populacional) em um certo instante de
tempo, e sim informam como se da a variagao do estado do sistema ao longo do tempo.
Assim como no caso discreta, em diversas vezes serd muito dificil entender o estado da
populagao a cada instante de tempo (dependendo ou nao de uma condi¢ao inicial). Por
isso, o estudo dos estados de equilibrio e a estabilidade desses equilibrios sera usado

recorrentemente para caracterizamos sistemas descritos por equagoes de tempo continuo.
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3 - Modelos classicos de modelagem mate

A partir deste capitulo nao iremos separar os problemas quanto & sua linearidade e
ordem. Trataremos de diversos modelos classicos em suas versoes de equagoes diferenciais
e raramente buscaremos resolvé-los (encontrar as fungoes que descrevem o estado do
sistema a cada unidade de tempo. Em geral, focaremos a entender a dindmica do sistema,
baseados principalmente nos equilibrios, as respectivas estabilidades e representacgoes
graficas que nos ajudem a entender para onde o sistema é levado apds um certo periodo

de tempo.

Infroducédo

Suponha que uma populagao tenha uma taxa de natalidade b constante. Essa taxa mede
o numero médio de filhos por individuo por unidade de tempo. Se escolhemos nossa
unidade de tempo como sendo 1 ano, por exemplo, b da o nimero médio de filhos por ano
que cada individuo produz. Analogamente, a taxa de mortalidade d é a probabilidade
de um individuo morrer por unidade de tempo. Se d = 0.1 por ano, entao a chance de
um individuo morrer no periodo de um ano é de 10%. Isso também implica que sua
expectativa de vida serd 7 = 1/d, que ¢ de 10 anos nesse caso.

Suponha que observamos essa populagao em dois instantes de tempo proximos, t e

t + At. Entao o nimero de individuos satisfaz a equagao

N(t + At) = N(t) + bAtN(t) — dAEN(t) (3.1)

Se b e d sao constantes, podemos dizer que a populacdo cresce a uma taxa efetiva

constante k = b — d, de tal forma que

N(t+ At) = N(t) + kAtN(t). (3.2)
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Se pretendemos descrever o sistema a tempos continuos, podemos reescrever essa equagao

na forma

N(t+ At) — N(t)
At

e tomar o limite de At muito pequeno, transformando o lado esquerdo na derivada de

= kN(1)

N em relagao ao tempo: AN
t
= EN(t). (3.3)
Nessa formulacgao falamos da taxa com que a populagao varia no tempo, medida em
numero de individuos por unidade de tempo. O parametro k mede o nimero efetivo de
individuos por unidade de tempo que cada individuo da populagao produz. No exemplo
acima cada individuo produz 1.1 filhos por ano, ja contando os nascimentos e mortes.
Para resolver equagoes diferenciais como a equacao acima, precisamos do teorema
fundamental do cdlculo, que relaciona integrais e derivadas. Faremos uma breve revisao

desse topico a seguir.

Quadro 3.1 — Efeito da diminui¢do do At .

Exemplo:

Calcule a mudanca na populagao ap6s um més, um dia ou uma hora se a taxa
de natalidade é b = 1.2 filhos por ano e a taxa de mortalidade é de d = 0.1
individuos por ano.

Solucao:
Um més ¢ 1/12 de ano e portanto

N(t+1/12) = N(t) + (1.2 — 0.1)(1/12)N(¢) = (1 + 0.09)N(¢)

e a populacao cresce 9% em um meés.
Em um dia teremos

N(t+1/365) = N(t) + (1.2 — 0.1)(1/365)N(t) = (1 + 0.003) N ()
e em uma hora

N(t+1/8760) = N(t) + (1.2 — 0.1)(1/8760) N (£) = (1 + 0.00013) N (t).

Este quadro é baseado no Quadro YY de XX

3.2 Derivadas e integrais

Como vimos na segao 2.3 a derivada de uma fungao F'(x) no ponto xg mede a inclinagao
da reta tangente a fungdo naquele ponto. Mostramos abaixo uma tabela indicando as

derivadas de algumas fung¢oes simples (veja mais derivadas de fung¢oes no Apéndice B):
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Tabela 3.1: Algumas fungoes elementares e suas derivadas.

| F(z) | fla)=4 ]

c 0

x™ nz" !

cx c

Ae™* aAe™”

In |z| 1/z

sin (ax) | acos (ax)
cos (ax) | —asin (ax)

O conceito de integral de uma fungao é bastante diferente do conceito de derivada, e
é surpreendente que exista uma relagdo tao intima entre eles. A integral da funcao f(x)
entre os pontos g e xy mede a area delimitada entre a fungao e o eixo x no intervalo
entre xg e xf, conforme ilustrado na figura 3.1(a).

Para calcular a integral podemos dividir o intervalo em N partes de tamanho
0x = (x1 —x + 0)/N de modo que a area total A é a soma das areas dos pequenos
retangulos que se formam. Os pontos delimitados pelos retangulo podem ser enumerados
como T, r1 = Tg + 0x, T2 = T + 20x, até xy = w9 + Nox = xy. A area do retangulo

formado entre os pontos zx_1 e x pode ser aproximada por f(xg)dx de forma que

N .
F = 62510;f(xk)5$ = /xo f(z)dz. (3.4)

A area que calculamos é funcdo dos pontos inicial e final. Mudando o ponto final,
por exemplo, o valor da area muda. Fixando o ponto inicial em z, vamos considerar F'
como funcao apenas do ponto final por enquanto. Temos entao F(xy) e vamos agora
calcular a derivada dessa fun¢ao usando a definigao da segao 2.3:

%(ajf) = lim Flay +ow) - F(xf) (3.5)

I
6;—>0 ox
Como ilustrado na figura 3.1(b), a diferenca entre as areas F'(xy + dx) e F(xf) é um

pequeno retangulo de area f(xy)dx. O dx cancela e o resultado é

o) = flap) (3.

Assim, a integral da fungao f(z) é uma outra funcao F'(x) (onde aqui o x se refere
ao ponto final do intervalo de integragao) de tal forma que a derivada de F(z) é f(z). A

fungao F'(x) é dita a primitiva de f(x). Para garantir que a integral sobre um intervalo
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f(x)
f(x)

R

X

0 f

Figura 3.1: (a) Integral de f(x) de zg a x¢ ¢ a area sob a curva, que denotamos por
F. O intervalo de integracao é dividido em pequenos intervalos cujas areas podem ser
aproximadas por retangulos. (b) A diferenca entre as areas F(xf + dx) e F(xy) é um

pequeno retangulo de area f(z¢)dz.

de tamanho nulo seja zero, subtraimos uma constante igual & F(xg) e escrevemos

/ Y H@)de = F(ag) — F(xo) (3.7)

onde dF/dx = f(x). Esse é o teorema fundamental do célculo.

Quadro 3.2 — Exemplos de integrais.

Exemplo 1
Calcule: s
/ 2>dz.
1
4

A funcdo F tal que dF/dx = 23 é F(z) = £-, como pode ser visto pela tabela de
derivadas dada anteriormente. Entao

3 4
/ 22dr = T
1 4

3

4 14

_ 9 81 1 _ o,
4 4 4

1
4

1

Exemplo 2
Calcule:

b
1
/—d:r:
o B

A fungado que satisfaz dF'/dx = 1/x é F(x) = lnz. Entéao

b1 b b
/ —dr=Inz| =Inb—Ina=In{ - ).
a T a a
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b 2
/ e ¥ dx.
a

= — = o__ono = o
A funcao f(z) = e™* nao tem primitiva. Em outras palavras, ndo existe nenhuma
~ . . . < g2 . . )
funcdo F'(z) cuja derivada seja igual & e™®". Assim, ndo é possivel resolver essa
integral de forma analitica.

Exemplo b
Calcule:

Este quadro é baseado no Quadro YY de XX

3.3 Crescimento exponencial

A equacao abaixo
dN (t)
—= =FkN(t
o (t)
pode agora ser resolvida de duas maneiras. Em primeiro lugar notamos pela tabela 3.1

que a fungao cuja derivada é proporcional & ela mesma é a exponencial. Entao

De fato, derivando essa expressao obtemos

dN(t) _ d Kt kt
—= = —|[N =kN =kN(t).
S = SIN(0) ] = EN(O) ¢ = KN ()
Podemos também integrar a equacao diferencial. Reescrevendo a equagao na forma

dN
— = kdt
N

podemos integrar dos dois lados no intervalo t = 0 e t = t; do lado direito e, do lado

esquerdo de Ny (o valor da populacdo em ¢ = 0) a Ny (o valor da populacao em ¢ = t¢):

Ny AN ty

kdt.
NO N o

A funcéo cuja integral é k é kt e, seguindo o exemplo 2 acima, obtemos

ou, tomando a exponencial dos dois lados,
N(ts) = N(0) s,

Podemos agora substituir a variavel ¢ty por ¢t e ver que o resultado concorda com a

solugao anterior.
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Esse resultado deve ser comparado com seu equivalente discreto que discutimos
na segao 77, equagao (?77), que reescrevemos abaixo com uma notagao ligeiramente
diferente:

Tnil = ATy.
A solugao é dada pela equacao (3.3),

T, =a"xy = "M .
Vemos que o equivalente da taxa efetiva de crescimento k é o logaritmo de a. O valor
de k pode ser positivo ou negativo, se houverem mais nascimentos do que mortes ou

vice-versa. O mesmo ocorre com Ina que é positivo se a > 1 ou negativo se a < 1.

Crescimento logistico

A equagdo (3.3) descreve uma populacao que cresce indefinidamente se k > 0 ou vai
a extingao se k < 0. Vamos incorporar uma capacidade de suporte para impedir a
explosao demografica se k > 0. Seja entao C(t) a quantidade de recursos disponiveis no
instante t. Assumimos que os recursos sao produzidos continuamente mas que saturam
em um valor maximo Cj caso nao haja consumo (populagao zero). Supomos que cada
individuo consuma uma certa quantidade a de recursos por unidade de tempo, que

podemos escrever

C(t) == Co - OéN(t).

A populagao méaxima que o ambiente suporta é Cp/a que vamos interpretar como a
capacidade de suporte da regiao.

A segunda hipotese que fazemos é que a taxa de crescimento é proporcional a
quantidade de recursos disponiveis, k = SC. A equagado para o crescimento populacional
assume a forma

aN —
AN — kN = BCN

= B(Cy — aN)N (3.8)

=rN(1l-—

=

)
onde r = BCy e K = Cp/a.

Apesar dessa equagao ter a mesma forma da sua versao discreta, eq.(2.3) da se¢ao
2.1, o comportamento de N (t) é extremamente simples e ndo apresenta as bifurcagoes
ou as solugdes cadticas de sua amiga discreta. Na verdade a equagao (3.8) pode ser

integrada e o resultado é
KNy

" No+ (K — Nyt

N(t) (3.9)

e qualquer condicao inicial Ny converge para N = K se r > 0 ou para 0 se r < 0.
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Figura 3.2: Ilustragao do comportamento da populagao z(t) em um caso ficticio onde
z =1 (linha grossa) e 2/(0) = 0.2. Se a solugao de equilibrio for estavel a curva x(t) sera
representada pela linha azul. Se for instavel pela linha vermelha.

3.5 Equilibrio e estabilidade: uma espécie

O estudo da estabilidade de solugoes estacionarias de equagoes diferenciais é bastante
similar ao estudo da estabilidade de pontos fixos em sistemas discretos. Nesta secao

vamos tratar apenas de problemas de uma tinica variavel x que podem ser escritos como

dx

=1 (3.10)

Uma condigao inicial arbitraria z¢ da origem a uma trajetoria x(t) com z(0) = zo.

Um ponto estacionario Z deve ser tal que
f@)=0 (3.11)

e a 'trajetoria’ resultante nao muda, pois dx/dt(z = 0.
A estabilidade do ponto de equilibrio é determinada pelo comportamento da dindmica

em sua vizinhanca. Fazemos entao
z(t) =7 + 2/ (t)
onde 2/(0) é um pequeno deslocamento. Substituindo em (3.10) obtemos
Lot - f(5+a) = f(2)+ L@
= @

A equagao satisfeita por 2’ é idéntica a equagao (3.3) de crescimento exponencial
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onde o papel do parametro k é feito pela derivada df /dx calculada em (Z). A solugao é

2'(t) = 2/(0) exp <3{C(z) t) .

Entao z é:

estavel se %(i) <0

instavel se %(a_:) > 0.

A figura 3.2 ilustra o comportamento da populagdo x(t) em um caso ficticio onde
z=1ea'(0)=0.2.

Quadro 3.3 — Equagdo Logistica e o Efeito Allee.
Equacgao logistica
De acordo com a equagao 3.8, temos:

flx)=rz(l—z/K)

d
% =r—2rz/K.

Os pontos de equilibrio sdo g = 0 e 1 = K. Para o ponto Ty encontramos
df /dx = r o que mostra que a extingao s é estavel se r < 0, o que seria possivel
se o nimero de mortes fosse maior que o de nascimentos mesmo para populagoes
pequenas. Para o ponto Z; obtemos df /dx = —r mostrando que Z; é estavel
para todo r > 0.

Efeito Allee

Até esse momento estamos fazendo a hipbétese que a populacao cresce com taxa
r quando estd bem abaixo da capacidade de suporte e que a taxa de natalidade
efetiva (ja descontadas as mortes) sempre diminui conforme a populagao aumenta.
A razao dessa suposicdo é que os individuos comecam a competir por recursos.
No entanto, se a populacao é muito pequena, os individuos tem dificuldade para
encontrar parceiros ou para buscar alimentos em grupos e a populacao pode parar
de crescer. O conjunto de efeitos que leva a diminuigao da taxa de crescimento
para valores muito baixos da populacao é conhecido como efeito Allee. Considere
entao o seguinte modelo:

2
a+bxr—=z > = or(z)

Cc

@)= (
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com
a+ bx — a2

r(x) = p

df a4+ 2bx — 3z?
dr c ’
Os parametros a, b e ¢ sao positivos.

10— ‘ —
8, -
~~ 67 7
E ot ] Taxa de crescimento para a equa-
4r i gao logistica r(z) = ro(1l — z/K)
I ] (em vermelho) e incluindo o
2+ ] ~ - 2
7 efeito Allee r(x) = (a+bx—z°)/c
0 ‘ ‘ , (em preto) . Na figura usamos
o 05 1 L5 2 ro = 92, K =2e¢a = 06,

b=17ec=0.5.

Na figura acima mostramos uma comparagao entre r(z) para o modelo
logistico (em vermelho) e para o modelo com efeito Allee. A taxa de crescimento
comega com valor a/c e cresce conforme a popula¢ao aumenta, atingindo o seu
maximo para valores intermediarios da populagao, quando x = b/2. Os pontos
de equilibrio nesse caso sao g =0 e

T = + = b2 +4 (3.12)
T1=—+= a. .
P2
Para o ponto Zp vemos que df /dx = a/c > 0 e a extingdo ¢é instavel. Para o
ponto Z; obtemos df /dz = —(2a + bz1)/c < 0 e o ponto é estavel.

3.6 Equilibrio e estabilidade: duas espécies

O procedimento para estudar as solugoes de equilibrio de sistemas com mais de uma
espécie é bastante andlogo ao que fizemos no caso discreto, secoes 2.5 e 2.6. Escrevemos

as equagoes dindmicas para duas populagoes como

dx
% :f(x,y)

(3.13)
B~ gy,

dt
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Uma solugao (Z, %) é de equilibrio se

d
—(@3) = @5 =0
(3.14)
Vo) =g@p=0
—(z =g(z,y) =0.
ar \FY 9z, y
Encontradas as solugoes de equilibrio estudamos o comportamento de solugoes
vizinhas:
r =z+a
y =y+y.

Substituindo essas expressoes nas equagoes dinamicas e expandindo as func¢bes em

primeira ordem obtemos

dx’ d d
G =@ g ry) ~ f@n) + G @+ ey
dy’ d d
G =TIy = () + 9+ T )Y
Usando as equagoes (3.14) reescrevemos esse sistema como
dz’ - ,
— =anx' +a
i 11 12Y
(3.15)
d /
dii = a1 v’ + axny'
onde definimos, como no caso discreto,
ap = %(faﬂ) aiz = %(i’,ﬂ)
(3.16)
— Yz & —4d9(% &
a1 = @(ﬂfvy) a2 = @(ﬂfay)‘

Como fizemos no caso discreto, vamos resolver esse sistema de equagoes de duas
maneiras: (i) usando matrizes, autovalores e autovetores e (ii) eliminando a variavel y’ e

resolvendo diretamente a equacao resultante para z’.

Solugao via matrizes. Escrevemos as equagoes (3.15) na forma

dv
Y_ 4
ar Y

()

onde
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air  a12
A= .
ag1  G22

Usando a técnica apresentada no apéndice 3.11 podemos calcular os autovetores e

autovalores de A, que satisfazem
Avy = Ajoy e Av_ = A_v_ (3.17)
onde os autovalores A+ sao solugoes da equagao
M BA+y=0. (3.18)
A solugao da equagdes (3.15) é entdo:
v(t) = crvpe™t 4 c v et (3.19)

A prova que essa solugao é correta é bastante simples: aplicando a matriz A em v(t)
notamos que ela sera aplicada nos autovetores vy e v_, produzindo, de acordo com a
equagao (3.17), coeficientes A e A_ multiplicando o primeiro e segundo termos respec-
tivamente. No entanto, esse é o mesmo efeito provocado pela derivacao em relacao ao

tempo de v(t), o que prova que CC%’ = Av. Deixamos os detalhes para o leitor.

Solugdo via eliminagao de y'. Para eliminar y’ das equagoes (3.15) derivamos a
primeira delas novamente em relagdao ao tempo:

d%a’ dx’ N dy’

— =a11— + a13—.

arz ~ "ar T
Agora fazemos mais dois passos: onde aparece dy’/dt substituimos pela segunda das
equagoes (3.15) . Com isso um novo 3’ seré introduzido. Eliminamos esse 3y’ usando a
primeira das equagoes (3.15) novamente:

d?z’ da’ / ’
= ang +a(anr’ + any').

_ da’ / /
= Q11 T 012021 + a22012Y .

da’ / dz’ /
= alldfxt + a12a21" + ag9 (dfﬁ —a11x ) .
Rearranjando os termos obtemos

d’x’ dx’ ,

— = f— =0 3.20

ar P T (3:20)
onde 8 = a11 + ag e v = ajjage — ajzaz1. A equagdo (3.20) é o equivalente da equagao

de segunda ordem (?7?) e sua solugao é semelhante. Tentamos uma solugao similar aquela
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do crescimento exponencial: z/(t) = Cexp (At). Entao:

2'(t) = Cexp(At)

dd—”f; = CXexp (At)

d;tﬁl = CMexp (\t).

Substituindo na equagao (3.20) podemos cancelar o fator comum C exp (At) para obter
N _BA+9A=0
que coincide com a (3.18). A solugao para /() fica, finalmente
2/ (t) = Cyexp (Ayt) + C—exp (A_t). (3.21)

que tem a mesma forma da soluc@o obtida via matrizes (3.19).

Critérios de estabilidade

As perturbagoes z’ e 3’ nas proximidades dos pontos de equilibrio, dada pelas equagoes
(3.19) ou (3.21), crescem exponencialmente com coeficientes Ay e A_. Para que essas
perturbagoes desaparegam com o tempo, fazendo com que as populagoes retornem ao
ponto de equilibrio, é necessério que esses coeficientes sejam negativos. Mais precisamente,
como eles podem ser ntimeros complexos, é necessario que a parte real de Ay e A_ seja

negativa. Nesta secdo mostraremos o seguinte resultado:

‘ (Z,y) ¢é estavel se e somentese [F<0 e ~v>0. ‘ (3.22)

A prova deste resultado parte das solucoes para os valores Ay:

1
Ai:§i§\/62—4’}/

e temos que considerar separadamente os casos em que Ay sdao complexos ou reais.

(i) autovalores complexos. Para que A1 sejam complexos temos que ter v > 0 e
podemos escrever Ay = r +ic com r = /2 e ¢ = /v — 32/4. A condigao para que z'(t)
e 3/ (t) tendam a zero ¢ que r < 0, i.e., 8 < 0. Isso mostra o resultado (3.22) para o caso

complexo.

(ii) autovalores reais. Quando os autovalores sdo reais 32 > 47 e, para que A, seja

negativo é necessario que 8 < 0. No entanto isso nao basta: 5 < 0 garante que A_ <0
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mas para A1 pode ser que o termo positivo da raiz quadrada ainda supere o valor

negativo de [3/2. Escrevemos entao f = —|f| (supondo ja que § < 0) e impomos que

— 2_4
e = |B|+\2/6 T o

ou

1Bl > /B2 — 4.

Elevando ao quadrado resulta 2 > %2 — 4y, ou v > 0. Isso mostra que as condicdes

(3.22) também valem para o caso de autovalores reais.

Resumo da teoria para duas espécies

Dado o sistema de equagoes

e = f(z,y)
d
P o=glxz,y)

as solugoes de equilibrio sao dadas por

f(@,y)=0
9(z,9) =0
Chamando
an = £ (z,9) ay = 4(z.7)
azn = E(z,9) azp = %(9@?3)

o ponto de equilibrio (Z,y) sera estéavel se

B=a11+an <0 e ¥ = aji1a9 — aizaz; > 0.

Predadores e presas com efeito Allee

Como um tltimo exemplo de sistema de duas espécies vamos analisar um sistema de
predadores e presas onde as presas estdo sujeitas ao efeito Allee (veja o exemplo da Box
3.3) e os predadores a competigao intra-especifica, i.e., com os individuos da propria
espécie. As equagOes sao:

aP __ bP—PpP?2
P _ (Hi) P—QP

(3.23)
9 — _(1+4eQ)Q+ PQ

Neste exemplo, conhecido como Modelo de Mimura-Murray 7 vamos usar os valores

especificos para os parametros utilizar do trabalho original: a = 35, b =16, ¢c =9 e
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e = 2/5. Existem 3 pontos de equilibrio:
Extingao: (Py, Qo) = (0,0)
Sé presas: (P1,Q1) = (b/2+ Vb% + 4a/2,0)

Coexisténcia: (P,Q), onde P é solucio da equagio P? + P(c/e —b) — (a+c/e) =0e
Q= (P—1)/e.

Para os valores dos parametros fixados obtemos
(P1,Q1) = (8 +1/99,0) =~ (17.95,0)
(P,Q) = (5,10).

As derivadas das fungoes sao:

_p2 _
ay = “HP=P? | p (b=2P)
aig =—-P
azr =@

azg =P —(1+eQ)—eQ

e, portanto:
Extingao: f=a/c—1=35/9—-1=26/9 >0 — instavel.

S6 presas: a;; =~ —893, ags = 16.95. Entdo, f < 0. No entanto, como as; = 0,

v = ajia9s < 0 e essa solugao também é instavel.

Coexisténcia: nesse caso encontramos aj; = 30/9, ajo = —5, ag; = 10 e agy = —4.
Entao, f =30/9 —4 ~ —0.67 < 0 e v = 300/9 + 50 > 0 e a solugao é estavel. Os
autovalores sao dados por Ay = —1/3 £iv/329, o que mostra que pequenos desvios

do equilibrio convergem de volta oscilando rapidamente. O periodo de oscilagao é
1/4/329 =~ 0.06.
Retornaremos a esse exemplo no proximo capitulo, quando discutirmos sistemas

espacialmente explicitos, difusao e padroes de Turing.
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3.10 Exercicios

1. Obtenha y/(t) a partir da solugao de 2/(t).

2. Integre a equacao (3.8) e obtenha (3.9).



Apéndice A

3.11

Cdlculo de autovalores e autovetores

Dada uma matriz A, 2 X 2, queremos encontrar os vetores v e os autovalores A que

satisfazem a equagao
Av = . (3.24)

Antes de resolver esse problema, vamos considerar um problema auxiliar mais simples,

onde buscamos os vetores v que satisfazem
Mv =20 (3.25)

onde M é outra matriz 2 x 2. Explicitamente,

e ) 2 (3.26)
ma1 MM22 V2

ou ainda
m11v1 + miovy =0
1101 1202 (3.27)
ma1v1 + magve = 0.
Da primeira equacgao obtemos
vy = —m1101/M12. (3.28)

Substituindo na segunda, e multiplicando tudo por mi2, que assumimos nao nulo,
v1(mi1mag — migmey) = 0. (3.29)
A quantidade que aparece entre paréntesis é o determinante de M:
det M = mq1mas — miamoy. (3.30)
Temos entao duas possibilidades:

(i) se det M # 0, entdo v; =0 e v = 0. Essa é a chamada solugao trivial.

(ii) se det M = 0, a equagao (3.29) é satisfeita automaticamente, mas a relacao (3.28)
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ainda deve ser verificada. O vetor v assume a forma

1
V=01
—mi1/mi2

para qualquer valor de v;. Multiplicando tudo por mi2 e chamando a = vymi2 obtemos

v=a < iz ) (3.31)
—miy

que define a ’solugao nao trivial’ do sistema (3.25)

Voltamos agora a equagao original que queremos resolver, (3.24). Explicitamente

ail a2 U1 - U1
az; a2 V2 V2

a11v1 + a1ovs = Avq

temos:

ou ainda

211 + a99v9 = Avs.

Essas equagoes podem ser rearranjadas na forma

(a11 — A)v1 + aj2ve =0

a21v1 + (a22 — )\)UQ =0.
Identificando
mi1 = ail — A
mi2 = a2

Moy = a2 — A

ma1 = az1

temos um sistema na forma (3.25), Mv = 0. Sabemos que as soluc¢oes nao triviais

requerem a condigao det(M) = 0, que pode ser escrita como
A2 — (a1 + a2e) A + (a11a22 — araaz1) = 0. (3.32)

Seguindo a notagao usada no texto principal definimos 8 = a1 +a22 € v = a11a20 —aj2a21
para obter
M _BA+y=0 (3.33)

cujas solugoes sao nossas famosas taxas de crescimento:

e = g + %\/52 ey (3.34)
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Os autovetores sao dados pela equagao (3.31) desde que a2 # 0:

ai2
VL =a . 3.35
( —ai1 + A+ ) ( )

A constante a é arbitraria, e pode ser escolhida conforme a conveniéncia de cada um.

Exercicio Mostre que uma forma alternativa para os autovetores, que vale se as; # 0 é

A
vi—a<a22+ i). (3.36)

—a21

Exercicio Mostre que se a12 = as; = 0 os autovalores sao Ay = a1; € A_ = ag9 € 08

v+:a<é> v_:a<(1)>. (3.37)

autovetores sao



Apéndice B

Tabela de derivadas:

| Fl@) | f@=9% |

Regras de derivagdo

¢ 0 | Pl fla) =&
C c—1
’ e arcsen(x) 11_902
e* e’ :
ot A arccos(x) - i—aﬂ
In |z| 1 arctan((a:)) 1+1x2
- arcsec(x S S
c* clne, ¢>0 = \x|\/x12ﬁ
arccot(x —_—
o5 |2 ﬁ arccsc T —i
sin(e) | cos(x) e
cos(z) —sin(x) senh(x) cosh(x)
tan(z) sec?(z) cosh(z) Sen};(:c)
csc(r) | —sec(x) tan(x) tanh(z) sech®(x)
sec(z) sec(x) tan(z) sech(z) | —sech(z) zanh(x)
cot(x) — csc?(x) coth(x) — csch”(x)
sin (cx) ccos (cx) csch(z) | — csch(x) coth(x)
cos (cx) —csin (cx)

Considere fungoes as f(z) (com derivada f’(z)) e g(x) (com derivada ¢’(x)). Denotaremos

as fungoes e suas derivadas sem o (z) para facilitar a leitura:

Regra da soma
(f+9) =f+d(f+9)=Ff+d

Regra da subtracdo
(f=9)=f-d(f-9)=F~-¢

Regra da multiplicacdo

(cf) =cf'(cf) =cf',

em que c é uma constante.
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Regra do produto
(f9) =fg+fg (f9) =Ffg+fd

Regra do quociente

(f)': f'lg—fg (f)' _fl9—fg
g 9 g 9

sendo que esta regra é vélida para todo x no dominio das fungoes com g(z) # 0.

Regra da Cadeia
(fog)(x) = f(9(x)g (z),

onde (f o g)(x) := f(g(x)) é a composigao de f com g (geralmente, lé-se f de g de
x, ou fungao composta def com g de z). Esta regra é vélida para z no dominio D,
da fungao g e tal que g(x) esteja no dominio Dy da funcao f, ou seja, é valida em
Doy ={x € Dy : g(x) € Dy}.
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