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IPMs – Modelos	de	Projeção	Integral

• Nos	modelos	matriciais	(MPMs)	a	população	é	dividida	em	categorias	(tamanho,	
idade	ou	estádio	ontogenéticos)

• IPMs – evita	as	categorias	e	usa	modelos	de	regressão	que	avaliam	o	efeito	do	
tamanho/idade	nos	valores	das	taxas	demográficas

• Problemas	dos		MPMs (definição	arbitrária	dos	estádios	ou	classes):
1	– Pode	incluir	indivíduos	muito	diferentes	dentro	de	uma	mesma	categoria,	
que	gera	erro	na	estimativa	das	taxas
2	– Aumentar	o	número	de	categorias	pode	minimizar	essa	heterogeneidade,	
mas	pode	ser	que	o	n	seja	baixo	para	algumas	categorias,	gerando	erro	na	
estimativa	das	taxas
3	– Sensibilidades	e	elasticidades	são	muito	sensíveis	à	duração	de	cada	
categoria



Dinâmica descrita por uma equação integral (modelo contínuo):

Função de distribuição, que 
é uma variável contínua (x) 
que descreve o tamanho 
do indivíduo no tempo t, e 
que substitui o vetor do 
tamanho populacional (nt).

Kernel de projeção que substitui a matriz A 
K(y, x)  = P(y, x) + F(y, x).

P(y, x) é a probabilidade de sobrevivência e 
de crescimento do estado x para y

F(y, x) é a taxa de produção de indivíduos
do estado y por indivíduo do estado x

nt+1 = A nt

Ellner & Rees 2006

Dinâmica descrita por um modelo matricial (modelo discreto):

L	e	U	são	os	valores	
de	menor	e	maior	
tamanho	dos	ind.



O kernel de projeção K(y, x) é constituído de regressões que estimam as 
taxas de sobrevivência, crescimento e fecundidade, em função do 
tamanho do indivíduo.

Probabilidade	de	sobrevivência	e	reprodução:
- Regressão	logística	(GLM	– binomial)

Taxa	de	crescimento	e	de	produção	de	sementes:
- Regressão	linear	ou	quadrática	(GLM	– gaussiana)



• Os	IPMs podem	ser	construídos	com	diferentes	variáveis	de	estado	x

Exemplos:
- Altura
- Diâmetro	na	altura	do	solo	(DAS)
- Idade
- Volume	de	madeira
- Tamanho	da	copa
- Sexo	(masculino	e	feminino)

• Podem	ser	utilizadas	combinações	dessas	variáveis

• Combinações	de	variáveis	de	estado	e	estádios	ontogenéticos
Plântula	(indivíduos	com	cotilédone)
x	=	DAS

• IPMs permitem	descrever	ciclos	de	vida	complexos	de	forma	mais	
simplificada	do	que	MPMs



Onopordum iliricum

• Herbácea	monocárpica	(até	7	anos)

• Caule	pode	atingir	2	m	de	altura

• Nativa	da	Europa

• A	reprodução	é	somente	sexuada

• Amostragem	de	1987	a	1992	(1144	
ind.)

• Taxas	demográficas	dependem	do	
tamanho	e	idade	dos	indivíduos

Ellner & Rees 2006
The American Naturalist 167:410-428 

Modelo	complexo



x	– área	da	roseta
a	– idade
q	– qualidade	do	indivíduo

Regressões	utilizadas	para	construir	o	kernel de	projeção

A	qualidade	(q)	quantifica	a	variabilidade	entre	
indivíduos,	que	reflete	diferenças	no	
microhábitat,	como	presença	de	competidores,	
condições	abióticas,	diferenças	genéticas,	etc.



Crescimento Fecundidade



Distribuição	do	tamanho	
das	plântulas

Sobrevivência	em	
função	do	tamanho	e	
idade	das	plantas

Distribuição	Gaussiana	com	
média	=	1,06	e	variância	=	3,37	



Função de distribuição (x) que 
descreve a proporção de 
indivíduos do tamanho x, idade a 
e qualidade q no tempo t.

Projetar	o	tamanho	populacional	no	futuro	usando	o	IPM:

Kernel de projeção



Construção	do	Kernel de	projeção	K(y,	x)		=	P(y,	x)	+	F(y,	x)

Cálculo	do	P(y,	x),	que	é	a	probabilidade de	sobrevivência e	de	crescimento do	
estado	x	para	y:

Probabilidade	de	não	reproduzir

Se	o	ind.	reproduzir	ele	morre!



Construção	do	Kernel de	projeção	K(y,	x)		=	P(y,	x)	+	F(y,	x)

Cálculo	do	F(y,	x),	que	é	a	taxa	de	produção	de	indivíduos	do	estado	y	por	
indivíduo	do	estado	x	:

Proporção	de	plântulas	na	
classe	de	qualidade	j

Número	de	plântulas	
produzidas	por	reprodutivo	da	
idade	a,	tamanho	x	e	classe	de	
qualidade	k	no	ano	t.



S(x,	a,	k)	=	pefn(x)pf(x,	a)s(x,	a,	qk)

probabilidade	de	
estabelecimento	das	
plântulas	(pe =	0,025)

Número	de	plântulas	produzidas	por	reprodutivo

Probabilidade	de	reproduzir



Implementando	o	kernel

• Ao	invés	de	resolver	a	equação	integral,	podemos	gerar	uma	
matriz	com	categorização	fina	(reduzir	o	tamanho	do	pixel)

• Midpoint rule – a	amplitude	dos	tamanhos	(L	a	U)	dos	ind.	
será	dividida	em	m	categorias	de	amplitude	h

h	=	(U-L)/m

• m	é	definido	pelo	usuário

• A	matriz	K	(ou	kernel)	é	construída	usando	as	regressões	de	
crescimento,	sobrevivência	e	fecundidade

• Calcular	todos	os	parâmetros	de	um	MPM	normal	(lambda,	
estrutura	estável,	valor	reprodutivo,	sensibilidade,	
elasticidade,	LTRE,	etc).



Implementando	o	IPM



O	valor	reprodutivo	
aumenta	com	o	tamanho,	
pois	ind.	maiores	possuem	
maior	atividade	
reprodutiva,	mas	diminui	
com	a	idade,	pois	os	ind.	
morrem	após	a	
reprodução.

2	variáveis	de	estado:
tamanho	e	idade



Elasticidade	de	lambda

Sobrevivência	e	crescimento	75%



Elasticidade	de	lambda

Reprodução	=	25%



Incorporando	variáveis	ambientais	ao	IPM

Objetivo	do	estudo:
Quais	são	os	efeitos	das	variáveis	climáticas	nas	taxas	demográficas?



U.S.	Sheep Experiment Station em	Idaho,	USA

Pantógrafo	usado	para	mapear	a	cobertura	dos	ind.	de	3	spp.	em	26	parcelas	de	1	x	1	m	de	
1926	a	1956.	Dados	climáticos	obtidos	na	estação	climatológica	dentro	da	área	de	estudo



Regressões	entre	variáveis	climáticas	e	sobrevivência/crescimento	para	cada	espécie	







LTRE	(variação	do	lambda	entre	anos)

• O	lambda	de	H.	comata e	A.	tripartita são	
muito	influenciados	pelas	condições	
climáticas,	que	influenciam	a	
sobrevivência	e	crescimento	dos	inds.

• H.	comata: A	temperatura	e	precipitação	
na	primavera	influenciam	negativamente	
o	lambda,	enquanto	que	a	precipitação	
influencia	positivamente	o	lambda

• A.	tripartita:	Precipitação	no	inverno	e	
temperatura	no	verão	influenciam	
positivamente	o	lambda



Comparando	populações	com	IPMs



Maieta guianensis

Crematogaster laevis

Pheidole minutula

• Arbusto	de	sobosque,	com	altura	de	até	1,5	m
• Produz	domáceas nas	folhas
• Plantas	adultas	possuem	uma	colônia	de	apenas	

uma	espécie	de	formiga

• Resultados	de	trabalhos	prévios:
1	– Plantas	com	colônias	de	C.	laevis são	menores	do	
que	as	colonizadas	por	P.	minutula
2	– Plantas	sem	colônias	são	severamente	
desfolhadas	e	possuem	altas	taxas	de	mortalidade

• Hipóteses	testadas:
1	– Populações	contendo	plantas	colonizadas	por	P.	
minutula possuem	lambda	maior	que	populações	
colonizadas	por	C.	laevis.
2	– Populações	que	alternam	a	espécie	de	formiga	
colonizadora	terão	valor	intermediário	de	lambda.

• Métodos:
- 498	plantas	amostradas	no	total
- 42	colonizadas	por	C.	laevis
- 398	por	P.	minutula
- 58	que	alternaram	a	espécie	de	formiga





Resultados	do	estudo

A	hipótese	foi	parcialmente	
confirmada,	pois	o	lambda	
da	população	com	P.	
minutula foi	maior	que	C.	
laevis.

Resultado	da	LTRE:	A	
diferença	no	lambda	foi	
principalmente	causada	por	
menor	permanência	de	
indivíduos	de	tamanho	
entre	0.5	e	0.9	em	C.	laevis
do	que	em	P.	minutula





IPM	vs MPM

5	categorias



IPM	vs MPM

A	elasticidade	calculado	pelo	IPM	geralmente	tem	resultado	muito	diferente	da	elasticidade	
calculada	pelo	MPM,	pois	a	elasticidade	é	muito	influenciada	pelo	tempo	que	os	ind.	
permanecem	na	classe.	No	MPM	as	classes	são	determinadas	arbitrariamente.



IPM	vs MPM

IPM	facilita	o	uso	de	modelos	não-lineares

Dahlgren et	al	2011.	Ecology 92:1181-1187

Modelos	Spline são	constituídos	
por	regressões	polinomiais	
piecewise,	que	são	ajustadas	
entre	pontos	de	ligação	(knots).



Legenda:
Linear	– linha	preta	sólida
Polinomial	– linha	cinza	tracejada
Spline – linha	cinza	sólida





IPM	vs MPM

• Se	não	há	estádios	ontogenéticos	bem	definidos,	o	IPM	tende	a	gerar	resultados	mais	
precisos	que	o	MPM

• Se	o	ciclo	de	vida	é	muito	complexo,	o	IPM	é	mais	fácil	de	sem	implementado	que	o	MPM

• Se	o	N	é	baixo	(menos	de	100	ind.	por	estádio),	o	IPM	tende	a	gerar	resultados	mais	
precisos	que	o	MPM

• Se	há	um	estádio	com	longa	duração,	o	IPM	tende	a	gerar	resultados	mais	precisos	de	
sensibilidade	e	elasticidade	que	o	MPM

• Relações	não-lineares	entre	tamanho	do	ind.	e	taxas	demográficas	são	modeladas	mais	
facilmente	no	IPM	(polinomial	e	spline)	que	no	MPM,	aumentando	a	precisão	dos	
resultados

• O	MPM	é	mais	simples	que	o	IPM	e	se	ele	gerar	resultados	satisfatórios,	dentro	da	
precisão	desejada,	é	melhor	usar	o	MPM	que	o	IPM


