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“Men build too many walls and not 
enough bridges”

Isaac Newton
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“These bridges are theory – their
structure is mathematics”

Simon Levin
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Vito Volterra Alfred Lotka
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Suposição do campo-médio

• Ambiente físico é homogêneo
• Forças físicas geram mistura dos organismos
• Organismos são altamente móveis
• Organismos interagem entre si sobre longas distâncias

Ambiente local dos 
indivíduos

Média dos 
ambientes locais
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Lei da ação das massas

• Taxa de reação é proporcional ao produto das 

concentrações das substâncias

• Modelo matemático que explica e prediz o 

comportamento de soluções em equilíbrio dinâmico

Composição de uma mistura no equilíbrio

Taxas do processos químicos (cinética)

][][ BAkr =
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Princípio fundamental de dinâmica 
populacional

Populações crescerão (ou declinarão) 

exponencialmente enquanto o ambiente 

permanecer constante.

P. Turchin. 2003. Complex Population Dynamics
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Curva de crescimento bacteriano

Tempo (minutos)
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Censo populacional de Cygnus olor

Datas de censo
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Censo populacional de Ovibus moschatus
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População ⎯ grupo de indivíduos da mesma espécie que 

ocupam uma mesma área de tamanho suficiente para permitir 

o comportamento de dispersão e migração e na qual a 

variação no tamanho populacional é em grande parte 

determinado por processos de nascimento e morte.

P. Turchin. 2003. Complex Population Dynamics.

População ⎯ grupo de indivíduos da mesma espécie que 

ocupam uma mesma área.  Embora seja difícil definir os 

limites físicos de uma população, os indivíduos dentro da 

população têm potencial para reproduzir entre si durante o 

decurso de suas vidas.

N. Gotelli. 2001. A Primer of Ecology.
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Tamanho populacional

Nascimentos

(+)

Mortes

(−)

Emigração
(−)

Imigração
(+)
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• Modelo de crescimento populacional 

discreto

Gerações não-sobrepostas

Reprodução episódica

Tempo é modelado em unidas discretas

Equações a diferenças
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emigração‐imigraçãomortes‐snascimento ++=+ tt NN 1

)()(1 EIDBNN tt −+−+=+

• B = número de nascimentos durante o intervalo de tempo entre t e t + 1

• D = número de mortes durante o intervalo de tempo entre t e t + 1

• I = número de imigrantes durante o intervalo de tempo entre t e t + 1

• E = número de emigrantes durante o intervalo de tempo entre t e t + 1

Crescimento independente da densidade

Crescimento populacional discreto



18

)(1 DBNN tt −+=+

)(1 dbNN tt −=+

• b = taxa per capita (por indivíduo) de nascimento

• d = taxa per capita (por indivíduo) de mortalidade

RNN tt =+1

• R = taxa de crescimento por geração
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• Solução da equação

Expressão para o tamanho da população 

em qualquer tempo arbitrário no futuro 

baseado no conhecimento do tamanho 

inicial da população

RNN tt =+1
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RNN 01 =
( ) 2

0012 RNRRNRNN ===

( ) 3
0

2
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Para a condição inicial de N0 indivíduos no tempo t = 0, 

a projeção do número de indivíduo em um tempo Nt

qualquer é dada pelo produto entre N0 e Rt. 

43421
Solução

t
t RNN 0=
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N

t

R = 1

R < 1

R > 1

N0

t
t RNN 0=
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Estimativa do parâmetro R ‒ taxa de 

crescimento por geração
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• Estimativa da taxa de crescimento média pela 

média geométrica das taxas de crescimento 

observadas entre os anos 1947 e 1964
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• O tamanho da população aumentou 14,8% em 

média entre os anos 1947 e 1964
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• Predição ⎯ Se a população continuar a crescer 

com a mesma taxa média, qual seria o tamanho 

populacional em 1968, dado que existem 514 

indivíduos em 1965?

7,777
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• Modelo de crescimento populacional 

contínuo

Gerações sobrepostas

Tempo é modelado continuamente

Equações diferenciais
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“It is commonly found that these fundamental equations assume 

the simplest, the most perspicuous form when they are written

relative to rates of change of the state of the system, rather than

relative to this state itself.  That is to say, it is found that the

expressions for the rate of increase in mass, the velocity of

growth, of the several components, are simpler, more primitive in 

form, than the expressions giving directly the mass of each

component as a function of time.  In the language of the

calculus, the differential equations display a certain simplicity in 

form, and are therefore, in the handling of the theory at least, 

taken as the starting point, from which the equations relating the

progressive states themselves, as functions of time, are then

derived by integration.”

A. J. Lotka. 1925. Elements of Physical Biology.

Crescimento independente da densidade

Crescimento populacional contínuo



30

)()( tN
dt
tdN

×
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
alpopulacion ocresciment o
para indivíduo do ãocontribuiç

dt
tdN

t
tNttN

t

)()()(lim
0

=
Δ

−Δ+
→Δ

Crescimento independente da densidade

Crescimento populacional contínuo



31

)()( tN
dt
tdN

×
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
alpopulacion ocresciment o
para indivíduo do ãocontribuiç

)()( trN
dt
tdN
=

r
dt
tdN

tN
=

)(
)(

1

Crescimento independente da densidade

Crescimento populacional contínuo



32

r
dt
tdN

tN
=

)(
)(

1

Crescimento independente da densidade

Crescimento populacional contínuo

N

dt
tdN

N
)(1



33

dttrNdt
dt
tdN )()(

=

dttrNtdN )()( =

Crescimento independente da densidade

Crescimento populacional contínuo

Solução da equação diferencial

)()( trN
dt
tdN
=



34

rdttdN
tN

=)(
)(

1

∫∫ =
t

t

t

t

rddN
N

00

)(
)(

1 ττ
τ

Crescimento independente da densidade

Crescimento populacional contínuo



35

t
t

t
t rN

00
)(ln ττ =

00 )(ln)(ln rtrttNtN −=−

Crescimento independente da densidade

Crescimento populacional contínuo



36

)(
)(
)(ln 0

0

ttr
tN
tN

−=

[ ])(exp
)(
)(

0
0

ttr
tN
tN

−=

Crescimento independente da densidade

Crescimento populacional contínuo



37

)exp()0()( rtNtN =

44 344 21
Solução
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Princípio fundamental de dinâmica 
populacional

The suggestion that exponential growth (Malthus’s law) in 

ecology is analogous to Newton´s first law in physics is 

over 20 years old (Ginzburg, 1986) and has since been 

adopted by others in ecology (e.g., Turchin, 2001).  

Taking exponential growth to be a default state focuses 

attention on departures from unrestricted exponential 

growth and on the rate of change of population 

growth, rather than on rates of population growth.

Colyvan, M. & L. R. Ginzburg. 2010. Analogical thinking in 
ecology: Looking beyond disciplinary boundaries.
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http://www2.ib.unicamp.br/profs/sfreis/
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